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ZUSAMMENFASSUNG
Gegenstand der vorliegenden Dissertationsschrift ist die Untersuchung
einer Klasse eigentlich diskontinuierlicher, kokompakter, isometrischer
Gruppenwirkungen auf Hadamardräumen und der induzierten topologischen
Wirkungen auf deren virtuellen Rändern.
In [CK02] beschreiben C. B. CROKE und B. KLEINER geometrische Daten
einer Klasse sogenannter zulässigerWirkungen, welche die topologische Kon-
jugationsklasse der auf dem virtuellen Rand induzierten Wirkung eindeutig
bestimmen. Insbesondere zeigen die Autoren, daß falls die geometrischen
Daten zulässiger Wirkungen einer Gruppe auf zwei Hadamardräumen
äquivalent sind, sich jede äquivariante Quasiisometrie stetig zu einem
Homöomorphismus der virtuellen Ränder fortsetzen läßt. Dazu konstruieren
sie eine aus der Graphenzerlegung der Gruppe abgeleitete geometrische
Zerlegung des Hadamardraumes in sogenannte Ecken- und Kantenräume,
wobei für eine nichtpositiv gekrümmte Graphenmannigfaltigkeit diese gerade
den universellen Überlagerungen ihrer Seifertstücke bzw. derer Randtori
entsprechen. Diese Zerlegung erlaubt es ihnen zu zeigen, daß jeder nicht zu
einem einzelnen Eckenraum asymptotische geodätische Strahl bis auf uniform
sublinearen Fehler dem quasiisometrischen Bild eines geodätischen Strahles in
einem als Schablone bezeichneten Modellraum für die von dem geodätischen
Strahl durchlaufene Folge von Kantenräumen entspricht.
Ferner fragen CROKE und KLEINER ebenda nach möglichen Verallgemei-
nerungen der vorgestellten Klasse von Wirkungen, welche ähnliche Stabi-
litätsaussagen zulassen. Geometrisch relevant sind insbesondere zulässige
Wirkungen von höherem Rang, d.h. Wirkungen von Gruppen, in deren
Graphenzerlegung die Kanten auch virtuell frei abelsche Gruppen von
höherem Rang tragen und die damit eine natürliche Verallgemeinerung
geometrischer Daten zulassen. Solche Wirkungen erlauben in der Tat eine zu
[CK02] analoge Zerlegung des Hadamardraumes in Ecken- und Kantenräume
und die Verallgemeinerung von Schablonen. Aber anders als im Falle
niedriger Dimension, sind geodätische Strahlen im allgemeinen nicht auf
Schablonen modellierbar. Damit lassen sich zulässigeWirkungen von höherem
Rang auf einem Paar von Hadamardräumen angeben, deren verallgemeinerte
geometrische Daten äquivalent sind, und eine äquivariante Quasiisometrie,
welche keine stetige Fortsetzung auf den virtuellen Rand besitzt. Somit ist die
in [CK02] aufgeworfene Frage für die natürliche Verallgemeinerung negativ
zu beantworten.
ABSTRACT
We consider groups acting properly discontinously and cocompactly by
isometries on a Hadamard space, by which we refer to a complete, connected,
and simply connected length space of non-positive curvature in the sense
of A. D. ALEXANDROV. As an isometry of a Hadamard space extends
canonically to a homeomorphism of its virtual boundary, i.e., asymptotic
classes of geodesic rays endowed with the topology of uniform convergence
on compact sets, any such action induces a topological action on the virtual
boundary.
C. B. CROKE and B. KLEINER introduced in [CK02] a class of so-called
admissible actions on Hadamard spaces and associated invariants, the
geometric data of the action, which determine the topological conjugacy
class of the boundary action. In particular, they show that any equivariant
quasiisometry extends canonically to a homeomorphism between the virtual
boundaries, provided the geometric data of two admissible actions coincide up
to scale. From the graph of groups decomposition of the admissible group the
authors derive an arrangement of convex subspaces in the Hadamard space,
the edge and vertex spaces. In a non-positively curved graphmanifold these
subspaces correspond to the universal covers of the Seifert pieces, resp. their
boundary tori. Employing this decomposition they show that any geodesic
ray which is not asymptotic to some vertex space can be approximated, up to
uniformly sublinear error, by the quasiisometric image of a geodesic ray in a
so-called template, a model space for the sequence of edge spaces intersected
by the geodesic ray.
The present thesis addresses the question posed by CROKE and KLEINER in
[CK02] as to what extent the methods unraveled therein might be applicable
to a wider class of actions. Geometrically pertinent is the case of an admissible
action of higher rank, i.e., virtually free abelian groups of higher rank being
carried by the edges in the graph of groups decomposition, and the generalized
notion of geometric data for such an action. Despite the fact that most
of the construction as in [CK02] is indeed attainable in our generalized
case, quasiisometries fail to relate geodesic rays in the Hadamard space to
geodesic rays in a template as approximative as in the low dimensional case.
Exploiting this repercussion, we show that, for the natural generalization,
the aforementioned question has to be answered in the negative: There is an
admissible action of higher rank on a pair of Hadamard spaces with equivalent
generalized geometric data and an equivariant quasiisometry which does not
extend continuously to the virtual boundary.
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EINLEITUNG
Jeder Hadamardraum besitzt einen wohldefinierten virtuellen Rand, der aus
den Asymptotenklassen geodätischer Strahlen, versehen mit der durch gleich-
mäßige Konvergenz stetiger Wege auf Kompakta induzierten Topologie,
besteht. Jede Isometrie eines Hadamardraumes läßt sich in eindeutiger Weise
zu einem Homöomorphismus seines virtuellen Randes fortsetzen und eine
isometrische Gruppenwirkung auf einem Hadamardraum induziert so eine
topologische Wirkung auf seinem virtuellen Rand.
M. GROMOV stellte in [Gro93] die Frage, ob für Wirkungen ein und
derselben Gruppe auf zwei Hadamardräumen die von ihnen induzierten
Wirkungen auf den virtuellen Rändern topologisch äquivalent seien. Diese
Fragestellung hat ihre Ursprünge in den Arbeiten von D. V. ANOSOV
und GROMOV über die Stabilität des geodätischen Flusses geschlossener
Riemannscher Mannigfaltigkeiten von negativer Schnittkrümmung. In
der Tat sind für ein Paar homotopieäquivalenter kompakter Riemann-
scher Mannigfaltigkeiten von negativer Schnittkrümmung die induzierten
Wirkungen ihrer Fundamentalgruppe auf den virtuellen Rändern topologisch
äquivalent. Diese Form von Randstabilität folgt allgemeiner für kokompakte,
hyperbolische Hadamardräume aus der Tatsache, daß sich sogar jede
äquivariante Quasiisometrie zwischen solchen Räumen in eindeutiger Weise
stetig auf den virtuellen Rand fortsetzen läßt. Insbesondere ist damit der
Homöomorphietyp des virtuellen Randes eindeutig bestimmt.
Schwächt man jedoch die Voraussetzung negativer Krümmung zu nicht-
positiver Krümmung ab, so gilt im allgemeinen keine Randstabilität: Es
existieren Beispiele von S. BUYALO [Buy98] sowie von C. B. CROKE und
B. KLEINER [CK00] kokompakter Wirkungen einer Gruppe auf einem Paar
von Hadamardräumen, deren virtuelle Ränder nicht homöomorph sind.
Aufbauend auf diesen Ergebnissen finden CROKE und KLEINER in [CK02]
Klassen von Hadamardräumen mit äquivariant homöomorphen virtuellen
Rändern. Für diese geben die Autoren eine Äquivalenzrelation für sogenannte
zulässige Wirkungen an, welche den äquivarianten Homöomorphietyp des
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virtuellen Randes und die topologische Konjugationsklasse der Gruppen-
wirkung auf ihm eindeutig bestimmen.
Beispielsweise ist die Wirkung der Fundamentalgruppe durch Decktransfor-
mationen auf einer dreidimensionalen Graphenmannigfaltigkeit nichtpositiver
Schnittkrümmung eine im Sinne der Autoren zulässige Wirkung. Eine solche
Mannigfaltigkeit besteht aus einer endlichen Anzahl von Seifertstücken,
welche entlang ihrer Randkomponenten miteinander verklebt werden. Die
Seifertstücke sind jeweils ein Produkt einer kompakten, orientierbaren
Riemannschen Fläche mit Rand von negativer Eulercharakteristik und
einer 1-Sphäre, ihre Randkomponenten also totalgeodätische 2-Tori. Die
Fundamentalgruppe einer solchen Mannigfaltigkeit ist damit isomorph zu
der Fundamentalgruppe eines endlichen Graphen von Gruppen, dessen
Kantengruppen alle frei abelsch von Rang 2 sind und dessen Ecken jeweils
das direkte Produkt einer nichtelementar hyperbolischen Gruppe mit einer
unendlich zyklischen Gruppe tragen. Die geometrischen Daten bestehen
dann für jede Ecke zum einen aus dem markierten Längenspektrum der
Riemannschen Fläche ihres zugehörigen Seifertstückes und zum anderen
aus den mit Vorzeichen behafteten Translationslängen der Elemente der
Eckengruppe auf dem euklidischen Faktor der universellen Überlagerung
des Seifertstückes. Die Autoren nennen die geometrischen Daten zweier
Wirkungen äquivalent, wenn die Daten jeder Ecke sich nur jeweils um ein
positives skalares Vielfaches unterscheiden, und können in diesem Falle
zeigen, daß sich jede äquivariante Quasiisometrie stetig auf den virtuellen
Rand fortsetzen läßt.
CROKE und KLEINER fragen in [CK02] nach möglichen Verallgemeinerungen
der Klasse zulässiger Wirkungen und derer geometrischen Daten, für welche
sich ähnliche Stabilitätsresultate formulieren lassen. Beispielsweise zeigen
G. C. HRUSKA und KLEINER in [Hru05] und [HK05], daß jede Gruppe,
welche eigentlich diskontinuierlich und kokompakt durch Isometrien auf
einem Hadamardraum mit isolierten Flachs wirkt, relativ hyperbolisch im
Sinne von C. DRUT¸U und M. SAPIR [DS05] ist; insbesondere bildet
dann eine äquivariante Quasiisometrie zwischen zweien solcher Räume
jeden geodätischen Strahl in eine uniform beschränkte Umgebung eines
geodätischen Strahles ab und besitzt somit eine stetige Fortsetzung auf den
virtuellen Rand.
In der vorliegenden Arbeit werden eigentlich diskontinuierliche und kokom-
pakte isometrische Wirkungen von Gruppen auf lokal kompakten Hadamard-
räumen untersucht, welche in einem gegenüber [CK02] verallgemeinerten
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Sinne zulässig sind und eine naheliegende Definition geometrischer Daten
erlauben. Mit der Definition für Zulässigkeit einer Wirkung in Abschnitt 3.1
erweitern wir die von CROKE und KLEINER betrachtete Klasse von Gruppen
dahingehend, daß wir für die Kantengruppen und die maximal frei abelschen
Normalteiler der Eckengruppen in der Graphenzerlegung der Gruppe virtuell
frei abelsche Gruppen von höherem Rang zulassen.
In den weiteren Abschnitten von Kapitel 3 stellen wir einige Beispiele
zulässigerWirkungen von höherem Rang vor. Zunächst sind die Decktransfor-
mationswirkungen der Fundamentalgruppen endlicher Toruskomplexe oder
verallgemeinerter Graphenmannigfaltigkeiten nichtpositiver Schnittkrüm-
mung Beispiele solcher Wirkungen. Des weiteren besitzt nach P. SCOTT und
G. A. SWARUP, siehe [SS03] und [SS07], jede Gruppe mit Poincaré-Dualität
eine Graphenzerlegung, welche für Fundamentalgruppen von geschlossenen,
orientierbaren, nichtpositiv gekrümmten Mannigfaltigkeiten in etwa der
geometrischen Zerlegung der Mannigfaltigkeit nach B. LEEB und SCOTT
aus [LS00] entspricht. Die Ecken desjenigen Graphen von Gruppen, in
welchen eine Gruppe mit Poincaré-Dualität nach [SS07] zerfällt, sind
entweder von verallgemeinertem oder speziellem Seifert-Typ oder atoroidal;
dabei entsprechen die Ecken von speziellem Seifert-Typ den einseitigen
Tori und atoroidale Ecken den atoroidalen Untermannigfaltigkeiten in der
geometrischen Zerlegung nach [LS00]. Wirkt eine Gruppe mit Poincaré-
Dualität, deren Graphenzerlegung lediglich Ecken von verallgemeinertem
Seifert-Typ enthält, auf einem lokal kompakten Hadamardraum, so ist diese
Wirkung zulässig im Sinne der hier eingeführten Definition.
Eine derart verallgemeinerte zulässige Wirkung auf einem lokal kompakten
Hadamardraum ermöglicht es uns, ähnlich wie in [CK02] eine Zerlegung
des Raumes in eine Familie von Ecken- und Kantenräumen anzugeben.
Mit dieser Zerlegung konstruieren wir für jeden geodätischen Strahl,
welcher nicht asymptotisch zu einem Eckenraum ist, einen lokal euklidischen
Hadamardraum, eine sogenannte Schablone, welcher die Folge der von dem
geodätischen Strahl durchlaufenen Ecken- und Kantenräume approximiert.
Sind die in Abschnitt 3.4 verallgemeinerten geometrischen Daten der
Wirkungen einer zulässigen Gruppe auf zwei Hadamardräumen äquivalent,
so läßt sich jede Schablone des einen Raumes mittels einer äquivarianten
Quasiisometrie zu einer Schablone des anderen deformieren. Somit läßt sich
die ursprüngliche Konstruktion von CROKE und KLEINER in weiten Teilen
auf unseren Fall verallgemeinern. Eine Modellierung geodätischer Strahlen
oder Segmente des Raumes in einer Schablone, woraus dann für zulässige
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Wirkungen mit äquivalenten geometrischen Daten die stetige Fortsetzbarkeit
äquivarianter Quasiisometrien auf den virtuellen Rand folgte, schlägt im
allgemeinen jedoch fehl:
Als Gegenbeispiel konstruieren wir in Kapitel 6 zwei Wirkungen einer zuläs-
sigen Gruppe auf lokal kompakten Hadamardräumen, deren verallgemeinerte
geometrische Daten äquivalent sind, und eine äquivariante Quasiisometrie,
welche keine Fortsetzung auf den virtuellen Rand besitzt. Dies rührt daher,
daß es geodätische Segmente gibt, deren quasiisometrische Bilder einen linear
in ihrer Länge wachsenden Abstand zu denMittelpunkten der ihre Endpunkte
verbindenden Segmente aufweisen.
Wie in Abschnitt 6.3 im Rahmen der Diskussion dieses Gegenbeispiels
deutlich wird, besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Existenz dieser
speziellen Segmente und den zuvor in Abschnitt 5.1 konstruierten Teilräumen,
welche zulässige Wirkungen von geringerem Rang auf den Komplementen
ihrer euklidischen Faktoren tragen. Die Konstruktion der Segmente beruht
im wesentlichen darauf, daß die verallgemeinerten geometrischen Daten nicht
genügend Information tragen, um das Verhalten solcher geodätischer Strah-
len zu beschreiben, welche wenigstens zwei verschiedene jener Teilräume
durchlaufen.
Bei gegebener Randstabilität zeigen wir in Kapitel 5 durch ein Induktions-
argument, daß viele der verallgemeinerten geometrischen Daten äquivalent
sind; mithin scheint ihre Äquivalenz ein notwendiges Kriterium für die
Fortsetzbarkeit äquivarianter Quasiisometrien darzustellen.
Es ist zu vermuten, daß sich in ähnlicher Weise erweiterte geometrische
Daten definieren lassen, welche über die Fortsetzbarkeit äquivarianter Qua-
siisometrien auf den virtuellen Rand entscheiden und damit die topologische
Konjugationsklasse der Wirkung auf dem virtuellen Rand bestimmen.
Mit den in Abschnitt 5.1 konstruierten Teilräumen wäre eine den Familien
der Ecken- und Kantenräume ähnliche äquivariante geometrische Zerlegung
des Hadamardraumes möglich, denn wie im darauffolgenden Abschnitt
gezeigt wird, sind die Familien dieser Teilräume ebenfalls verträglich
mit äquivarianten Quasiisometrien. Ein direkter Vergleich der Verläufe
geodätischer Strahlen und quasiisometrischer Bilder geodätischer Strahlen
innerhalb dieser Teilräume, von dem hier allerdings abgesehen wird, gäbe dann
gegebenenfalls weiteren Aufschluß über deren Divergenzverhalten.
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1 HADAMARDRÄUME
Im folgenden erinnern wir an einige grundlegende Begriffe der Geometrie
metrischer Räume nichtpositiver Krümmung und hyperbolischer Räume
sowie isometrischer Gruppenwirkungen auf solchen. Die nächsten Abschnitte
dienen vor allem dazu, Notationen festzulegen und einige im weiteren Verlauf
der Arbeit häufig verwandte Ergebnisse vorzustellen. Die Ausführungen
werden daher lediglich skizzenhaft sein. Ausführliche Darstellungen zu den
Themen finden sich etwa bei W. BALLMANN [Bal95], M. BRIDSON und
A. HAEFLIGER [BH99] oder M. GROMOV [Gro07]. Beweise werden wir nur
für solche Aussagen führen, zu denen uns keine Referenzen bekannt sind. Alle
weiteren finden sich, sofern kein expliziter Literaturverweis aufgeführt ist, in
den oben genannten Quellen.
1.1 GEODÄTISCHE RÄUME NICHTPOSITIVER KRÜMMUNG
Ein Hadamardraum ist ein vollständiger, zusammenhängender und einfach
zusammenhängender Längenraum nichtpositiver Krümmung im Sinne von
ALEXANDROV. Nach dem Satz von HADAMARD-CARTAN ist die Metrik
eines solchen Raumes konvex und damit eindeutig geodätisch, d.h. je zwei
Punkte können durch ein eindeutiges geodätisches Segment miteinander
verbunden werden. Geodätische Segmente hängen stetig von ihren Anfangs-
und Endpunkten ab. Falls ein Hadamardraum lokal kompakt ist, so ist er
nach dem Satz von HOPF-RINOW schon eigentlich, d.h. seine abgeschlossenen
metrischen Bälle sind kompakt.
Es sei X ein lokal kompakter Hadamardraum und es bezeichne dX seine
Metrik. Für Punkte x,y ∈ X bezeichne xy das Bild des sie verbindenden
geodätischen Segmentes; eine Parametrisierung dieses Segmentes notieren
wir ebenfalls mit xy. Alle Geodätischen und geodätischen Strahlen oder
Segmente verstehen wir, sofern nicht ausdrücklich anders erwähnt, als nach
der Bogenlänge parametrisiert.
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Eine abgeschlossene konvexe Teilmenge C von X ist selbst ein lokal
kompakter Hadamardraum. Für ein x ∈ X sei die orthogonale Projektion
von x auf C der eindeutig bestimmte Punkt prC(x) in C, für welchen
dX (x,prC(x)) = dX (x,C) gilt. Die Abbildung prC ∶ X → C hat Lipschitz-
konstante 1.
1.2 QUASIISOMETRIEN
Es seien X und X ′ metrische Räume. Eine Abbildung Φ ∶ X → X ′ heißt
(L,A)-quasiisometrische Einbettung von X in X ′, wenn Konstanten L und
A existieren, so daß für alle x,y ∈X gilt:
1
L
dX ′(Φ(x),Φ(y))−A ⩽ dX (x,y) ⩽ LdX ′(Φ(x),Φ(y))+A
Die Ungleichung auf der rechten Seite wird auch als (L,A)-
Lipschitzbedingung und L als Lipschitzkonstante von Φ bezeichnet.
Eine (L,A)-quasiisometrische Einbettung heißt (L,A)-Quasiisometrie, falls
ihr Bild A-dicht in X ′ liegt. Die Räume X und X ′ heißen dann
quasiisometrisch. Jede Quasiisometrie Φ von X nach X ′ besitzt ein
Quasiinverses, d.h. es existiert eine Quasiisometrie Ψ von X ′ nach X , so daß
supx∈X dX (Ψ○ Φ(x),x) endlich ist.
Eine quasiisometrische Einbettung eines Intervalles in X wird Quasigeodäti-
sche genannt. Das Bild einer Geodätischen in X unter einer Quasiisometrie
ist eine Quasigeodätische in X ′.
Das Bild einer Quasigeodätischen liegt im allgemeinen nicht in endlichem
Hausdorffabstand zu irgendeiner Geodätischen, wie man an dem Beispiel
R⩾0→C , θ ↦ log(1+θ)e2piiθ
leicht sieht. Jede Quasiisometrie eigentlicher, geodätischer Räume induziert
aber einen Homöomorphismus zwischen ihren Enden1.
1 Die Komplemente kompakter Mengen in X bilden ein per Inklusion gerichtetes System C
und den Raum Ends(X ) = limC nennt man die Enden von X .
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1.3 ISOMETRISCHE GRUPPENWIRKUNGEN
Eine Gruppe Γ wirke eigentlich diskontinuierlich und kokompakt durch
Isometrien auf einem lokal kompakten Hadamardraum X .
Nach dem Lemma von SˇVARC-MILNOR ist dann Γ endlich erzeugt und
für jedes x ∈ X ist die Abbildung Γ → X , γ ↦ γ .x eine äquivariante
Quasiisometrie bezüglich einer Wortmetrik2 auf Γ. Insbesondere liegen alle
Wortmetriken zu endlichen Erzeugendensystemen von Γ in ein und derselben
Quasiisometrieklasse.
Jede Isometrie γ ∈ Γ ist halbeinfach, d.h. ihre Verschiebefunktion
δγ ∶ X →R , x ↦ dX (γ .x,x)
nimmt ihrMinimum ∣γ ∣X an. Für alle α ,γ ∈Γ stimmt die Translationslänge ∣γ ∣X
von γ mit der seines Konjugierten αγ = αγα−1 überein. Es bezeichne
MinX (γ) = {x ∈X ∣ δγ(x) = ∣γ ∣X }
die Menge der von γ minimal verschobenen Punkte.
Für jedes γ ∈ Γ ist MinX (γ) nicht leer und invariant unter jeder Isometrie, die
mit γ kommutiert. Die Verschiebefunktion δγ ist stetig und konvex und somit
ist MinX (γ) abgeschlossen und konvex. Ist γ hyperbolisch, so ist MinX (γ)
die Vereinigung der Bilder der Achsen von γ und zerfällt in ein metrisches
Produkt Y ×R, wobei Y ein vollständiger konvexer Teilraum von X ist
und die reellen Fasern des Produktes genau den Achsen von γ entsprechen.
Jede Isometrie, welche mit γ kommutiert, ist mit dieser Produktstruktur
verträglich und zerfällt in das Produkt einer Isometrie von Y und einer
Translation des reellen Faktors von MinX (γ).
Für eine Untergruppe Λ von Γ sei
MinX (Λ) =⋂γ∈ΛMinX (γ) .
2 Ist Σ eine Menge von Erzeugern von Γ, so ist der Abstand zweier Gruppenelemente α und β
als die minimale Länge eines Wortes in Σ für α−1β definiert.
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Ist Z eine frei abelsche Untergruppe in Γ, so gilt:
(i) Z ist von endlichem Rang k.
(ii) MinX (Z) ist nichtleer und zerfällt in ein metrisches Produkt Y ×Ek
eines vollständigen, konvexen Teilraumes Y von X und eines
euklidischen Raumes der Dimension k.
(iii) MinX (Z) ist invariant unter derWirkung des NormalisatorsNΓ(Z) und
der Zentralisator CΓ(Z) hat endlichen Index in NΓ(Z).
(iv) Jede Isometrie α ∈NΓ(Z) ist mit der Produktstruktur verträglich, d.h.
identifizieren wir ein x ∈ MinX (Z) mit seinen Koordinaten (x,xE)
bezüglich obiger Produktzerlegung, dann gibt es Isometrien α ∈ Iso(Y )
und αE ∈ Iso(Ek), so daß α .(x,xE) = (α .x,αE.xE) gilt.
(v) Für jedes α ∈CΓ(Z) ist αE eine Translation von Ek.
(vi) Z wirkt trivial auf Y und kokompakt auf dem euklidischen Faktor, so
daß der Quotient jeder euklidischen Faser nach Z ein k-dimensionaler
Torus ist.
(vii) Die induzierte Wirkung von NΓ(Z)/Z auf Y ist eigentlich diskontinu-
ierlich.
LEMMA 1.3.1 Es sei Γ eine Gruppe, welche eigentlich diskontinuierlich und
kokompakt auf einem lokal kompaktenHadamardraumX operiert, und Z eine
frei abelsche Untergruppe. Bezeichnen ζ1, . . . ,ζk freie Erzeuger von Z, so ist
für jedes R > 0 die Menge MR = {x ∈X ∣∑i⩽k δζi(x) ⩽R} invariant unter der
Wirkung des Zentralisators CΓ(Z) und diese Wirkung ist kokompakt.
BEWEIS: Zunächst stellen wir fest, daß MR als abgeschlossene und konvexe
Teilmenge in X selbst ein lokal kompakter Hadamardraum und somit
eigentlich ist. Es genügt also zu zeigen, daß für jede Folge xn ∈MR eine Folge
ξn ∈CΓ(Z) existiert, so daß ξn.xn eine konvergente Teilfolge besitzt:
Es sei xn eine Folge in MR. Da Γ kokompakt auf X wirkt, können wir γn ∈ Γ
so wählen, daß yn = γn.xn nach eventuellem Übergang zu einer Teilfolge gegen
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ein y∞ konvergiert. Dann gilt für fast alle n ∈N und jedes i ⩽ k:
dX (γnζi .y∞,y∞) ⩽ dX (γnζi .y∞, γnζi .yn)+dX (γnζi .yn,yn)+dX (yn,y∞)
= 2dX (y∞,yn)+dX (ζi .xn,xn)
⩽ 1+R
Da Γ eigentlich diskontinuierlichwirkt, ist damitΣ={γnζi ∣n ∈N,i ⩽ k} endlich.
Nach einem weiteren Übergang zu einer Teilfolge können wir also annehmen,
die Folge n↦ (γnζ1, . . . , γnζk) ∈ Σk sei konstant. Dann ist ξn = γ−11 γn ∈CΓ(Z) für
alle n ∈N und ξn.xn konvergiert gegen γ−11 .y∞ ∈MR.
KOROLLAR 1.3.2 Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.3.1 wirken
sowohl CΓ(Z) als auch NΓ(Z) kokompakt auf MinX (Z) und sind endlich
erzeugt.
KOROLLAR 1.3.3 Ist unter den Voraussetzungen von Lemma 1.3.1 für ein
R > 0 die Menge MR nichtleer, so haben MR und MinX (Z) endlichen
Hausdorffabstand.
BEWEIS: Falls MR nichtleer ist, gilt R >mini⩽k{∣ζi ∣X}, also MinX (Z) ⊂MR.
Da CΓ(Z) kokompakt auf MR wirkt, existieren ein y ∈ MR und eine
Konstante D > 0, so daß MR ⊂CΓ(Z).BD(y) gilt. Es sei z = prMinX (Z)(y) und
D ′ = D + dX (y,z). Ist dann x ∈ MR, so finden wir ein ξx ∈ CΓ(Z) mit
ξx .x ∈BD(y)∩MR. Da MinX (Z) invariant unter CΓ(Z) ist, folgt damit
dX (x,MinX (Z)) ⩽ dX (x,ξ−1x .z) ⩽ dX (ξx .x,y)+dX (y,z) ⩽D ′ .
1.4 VIRTUELLE RÄNDER
Zwei geodätische Strahlen eines lokal kompakten HadamardraumesX heißen
asymptotisch, wenn der Hausdorffabstand ihrer Bilder beschränkt ist. Die
Menge der Asymptotenklassen geodätischer Strahlen heißt virtueller Rand
von X und wird mit ∂∞X notiert.
Da die Metrik aufX konvex ist, existiert für Punkte x ∈X und x ∈ ∂∞X genau
ein in x beginnender geodätischer Strahl in x, welchen wir mit xx bezeichnen.
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Ist andererseits c ein geodätischer Strahl in X , so bezeichne c(∞) seine
Äquivalenzklasse im virtuellen Rand.
Es seien x ∈X und X =X ∪∂∞X . Für x ∈ ∂∞X und ε ,r > 0 sei
U (x,r,ε) = {a ∈X ∖Br(c(0)) ∣ dX (xa(r),xx(r)) < ε} .
Die von der Familie der U (x,r,ε) und den offenen Mengen von X erzeugte
Topologie auf X heißt Kegeltopologie; sie hängt nicht von der Wahl
des Basispunktes x ∈ X ab. Identifizieren wir X durch die Wahl eines
Basispunktes mit der Menge der geodätischen Segmente oder Strahlen,
welche in dem Basispunkt beginnen, so stimmt die durch gleichmäßige
Konvergenz stetiger Wege auf Kompakta erzeugte Topologie darauf mit der
Kegeltopologie überein.
Jede Isometrie von X besitzt eine kanonische Fortsetzung zu einem
Homöomorphismus seines virtuellen Randes; eine isometrische Wirkung Γ↷
X induziert also eine Wirkung von Γ durch Homöomorphismen auf ∂∞X .
Es sei C eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von X . Dann ist ∂∞C
abgeschlossen in ∂∞X . Hat C endlichen Hausdorffabstand zu einer weiteren
abgeschlossenen konvexen TeilmengeC′ von X , so gilt ∂∞C = ∂∞C′.
Der virtuelle Rand eines metrischen Produktes zweier Hadamardräume ist
in natürlicher Weise homöomorph zum topologischen Join ihrer virtuellen
Ränder. Insbesondere ist für einen Hadamardraum X der virtuelle Rand
von X × En homöomorph zu der n-fachen Einhängung von ∂∞X , denn
∂∞En ≅ Sn−1.
1.5 HYPERBOLISCHE RÄUME
Für ein δ > 0 heißt ein geodätisches Dreieck eines geodätischen Raumes
δ -dünn, falls jede seiner Kanten in der δ -Umgebung der anderen beiden
Kanten enthalten ist. Ein δ -hyperbolischer Raum ist ein geodätischer Raum,
dessen geodätische Dreiecke alle δ -dünn sind.
Ist X ein δ -hyperbolischer Raum und Φ eine Quasiisometrie von X nach
X ′, so ist X ′ auch δ ′-hyperbolisch für ein δ ′, welches von δ und den
Quasiisometriekonstanten von Φ abhängt. Eine Raum heißt hyperbolisch,
wenn er δ -hyperbolisch für irgendein δ ist.
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Wie bereits bemerkt wurde, liegt das Bild einer (L,A)-Quasigeodätischen
eines Hadamardraumes X nicht notwendig in beschränktem Hausdorffab-
stand zu einer Geodätischen. Ist X jedoch δ -hyperbolisch, so existiert sogar
eine Konstante C, so daß das Bild jeder (L,A)-Quasigeodätischen höchstens
Hausdorffabstand C zu dem ihre Endpunkte verbindenden geodätischen
Segment hat; dabei hängtC nur von L,A und δ ab.
Damit kann man zeigen, daß jeder quasigeodätische Strahl einem eindeutig
bestimmten Punkt im virtuellen Rand entspricht, womit sich jede Quasiiso-
metrie zwischen hyperbolischen Räumen stetig zu einem Homöomorphismus
ihrer virtuellen Ränder fortsetzen läßt.
Eine Gruppe heißt hyperbolisch im Sinne von GROMOV [GdlH90], wenn sie
als metrischer Raum bezüglich einer Wortmetrik3 hyperbolisch ist. Insbe-
sondere ist eine Gruppe hyperbolisch, wenn sie eigentlich diskontinuierlich
und kokompakt auf einem hyperbolischen RaumX wirkt. Eine hyperbolische
Gruppe heißt elementar, falls sie entweder endlich oder virtuell unendlich
zyklisch ist; sie ist also genau dann nichtelementar, wenn sie als metrischer
Raum mehr als zwei Enden besitzt.
3 Dies ist unabhängig von der Wahl eines Erzeugendensystems, denn jede hyperbolische
Gruppe ist endlich präsentiert.
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2 GRAPHEN UND GRUPPEN
Das folgende Kapitel hält die wichtigsten Eigenschaften von Gruppen-
wirkungen auf Bäumen fest, welche im weiteren Verlauf der Arbeit
Verwendung finden. Während das Buch von J. P. SERRE [Ser80] wohl als
Standardwerk zu diesem Thema gelten darf, ist die hier gewählte Notation
und Darstellungsweise eher an jene von W. DICKS und M. J. DUNWOODY
in [DD89] angelehnt.
2.1 GRAPHEN
Ein Graph G besteht aus einer nichtleeren Eckenmenge V = V G , einer
Kantenmenge E = E G und Randabbildungen ∂− und ∂+ von E in V .
Um den Kanten eine Orientierung zuweisen zu können, betrachten wir die
Kantenmenge E¯ =E ×{−1,+1}mitE± = (E ,±1) ∈ E¯ für eine KanteE ∈E . Durch
E+ ↦ ∂±E und E− ↦ ∂∓E sind dann Randabbildungen von E ± in V definiert,
welche wir ebenso mit ∂± bezeichnen. Ein Pfad in G ist eine möglicherweise
endliche Folge von Kanten Eεk
k
in E¯ , so daß jeweils ∂+Eεk
k
= ∂−Eεk+1
k+1 . Ein Pfad
heißt reduziert, wenn Eεk+1
k+1 ≠ E
−εk
k
für alle k gilt. Ein Zykel ist ein nichttrivialer,
reduzierter, endlicher Pfad Eε11 ,E
ε2
2 , . . . ,E
εn
n , mit ∂−Eε11 = ∂+Eεnn .
Der Einfachheit halber notieren wir für einen reduzierten Pfad lediglich die
Folge von Kanten in E und setzen damit voraus, daß es für jede Kante dieser
Folge eine Orientierung gibt, so daß obige Bedingungen erfüllt sind.
Ein Graph heißt zusammenhängend, wenn je zwei seiner Ecken durch
einen endlichen Pfad verbunden sind, und einfach zusammenhängend, wenn
er keine Zykel besitzt. Dies stimmt offensichtlich für die geometrische
Realisierung eines Graphen genau mit den entsprechenden topologischen
Begriffen überein.
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Ein Baum ist ein zusammenhängender und einfach zusammenhängender
Graph. Die geometrische Realisierung eines Baumes ist ein hyperbolischer
Raum, dessen geodätische Strahlen und Segmente genau den reduzierten
Pfaden entsprechen.
2.2 GRUPPENWIRKUNGEN AUF GRAPHEN
Eine Gruppe Γ wirkt auf einem Graphen G , falls V und E Γ-Mengen und die
Randabbildungen Γ-äquivariant sind; dann ist auch E ± eine Γ-Menge. Für jede
Kante E von G ist ihr Stabilisator ΓE in Γ eine Untergruppe der Stabilisatoren
Γ∂−E und Γ∂+E der zu ihr inzidenten Ecken. Falls ∂−"∂+ ∶ E → V ×V injektiv
ist, gilt sogar ΓE = Γ∂−E ∩Γ∂+E für jede Kante E .
Wirkt eine Gruppe Γ auf einem Graphen G , so wird vermöge der
Randabbildungen Γ.E ↦ Γ.∂±E eine Graphenstruktur auf dem Quotienten
G /Γ induziert.
Es sei Γ eine Gruppe. Der Caleygraph CΣ(Γ) von Γ bezüglich eines Erzeugen-
densystems Σ ist der Graph mit der Eckenmenge Γ, der Kantenmenge Γ×Σ
und Randabbildungen ∂−(g,s) = g und ∂+(g,s) = gs. Durch Linksmultiplikation
wirkt Γ auf CΣ(Γ).
Die Standardmetrik auf der geometrische Realisierung des Cayleygraphen
stimmt auf der Eckenmenge Γ genau mit der durch Σ induzierten Wortmetrik
überein. Ist Γ endlich erzeugt, so sind alle Cayleygraphen von Γ bezüglich
endlicher Erzeugendensysteme quasiisometrisch zueinander.
2.3 GRAPHEN VON GRUPPEN
Ein Graph von Gruppen ΓG (_) besteht aus einem zusammenhängenden
Graphen G , einer Familie von Gruppen ΓG (A), A ∈ E ∪V , und Monomor-
phismen ι±E ∶ ΓG (E)↪ ΓG (∂±E). Für E ∈ E undV ∈ V nennen wir ΓG (E) die
Kantengruppe in E und ΓG (V ) die Eckengruppe inV .
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Ein Morphismus von ΓG (_) in einen weiteren Graphen von Gruppen
ΛH (_) ist eine Graphenabbildung φ ∶ G →H , zusammen mit einer Familie
{ΦA}A∈E G∪V G von Gruppenhomomorphismen ΦA ∶ ΓG (A)→ΛH (φ(A)), so
daß Φ∂±E ○ ι
±
E = ι
±
φ(E) ○ΦE für alle Kanten E von G gilt.
Wirkt eine Gruppe Γ auf einem zusammenhängenden Graphen X , so erhält
der Quotient G =X /Γ eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Struktur
eines Graphen von Gruppen wie folgt: Für jede Ecke oder Kante A von G
wählen wir einen Repräsentanten a von A in X und setzen Γ
G
(A) = Γa. Für
jeden solchen Repräsentanten e einer Kante E wählen wir γ±e ∈ Γ so, daß
γ±e ∂±e der gewählte Repräsentant von ∂±E ist. Ist dann E eine Kante von
G und bezeichnen e und v± die oben gewählten Repräsentanten von E und
∂±E , so sind die Abbildungen α ↦ γ±e α = γ±e αγ±e −1 von ΓG (E) = Γe < Γ∂±e nach
γ±e Γ∂±e = Γγ±e .∂±e = ΓG (∂±E) die geforderten Kantenmonomorphismen.
2.4 FUNDAMENTALGRUPPEN VON GRAPHEN VON GRUPPEN
Es sei ΓG (_) ein Graph von Gruppen und G0 ein maximaler Teilbaum von G
mit Kantenmenge E0. Dann enthält G0 alle Ecken von G .
Die Fundamentalgruppe4 pi1(ΓG (_),G0) von ΓG (_) in G0 ist die durch Erzeuger
und Relationen wie folgt präsentierte Gruppe: Die Erzeugermenge sei
{τE ∣ E ∈ E }⊍⊍V ∈V ΓG (V ) .
Die Relationen seien die Relationen einer Präsentierung jeder Eckengruppe
und
τE ι
−
E(γ)τ−1E = ι+E(γ)
4 Bezeichnet G ′ die erste baryzentrische Unterteilung von G , so entspricht ein Graph
von Gruppen ΓG (_) genau einem G ′-Diagramm G in der Kategorie der Gruppen mit
Monomorphismen und pi1(ΓG (_),G0) ≅ colimG; siehe H. SCHUBERT [Sch70]. Die universelle
Eigenschaft ist genau die Aussage von [DD89, Lemma 7.2].
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für alle Kanten E von G und γ ∈ ΓG (E) sowie τE = 1, falls E ∈ E0.
Die Isomorphieklasse der Fundamentalgruppe hängt nicht von der Wahl des
maximalen Teilbaumes G0 ab. Sind zwei Graphen von Gruppen isomorph, so
sind auch ihre Fundamentalgruppen isomorph.
Es sei G der Graph mit genau einer Kante E zwischen zwei Ecken V und
W . Ist dann Γ
G
(_) ein Graph von Gruppen mit A = Γ
G
(V ), B = Γ
G
(W )
und C = Γ
G
(E), so ist seine Fundamentalgruppe isomorph zu A ∗C B, dem
amalgamierten freien Produkt5 von A und B überC.
Es sei G der Graph mit genau einer Kante E und einer EckeV = ∂−E = ∂+E .
Eine Graph von Gruppen über G besteht dann genau aus zwei GruppenA und
C, sowie zwei Monomorphismen von C in A. Die Fundamentalgruppe eines
solchen Graphen von Gruppen heißt HNN-Erweiterung von A über C und
wird mit A∗C bezeichnet.
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Mit diesen beiden elementaren Konstruktionen läßt sich die Fundamental-
gruppe eines Graphen von Gruppen Γ
G
(_) über einem endlichen Graphen
G bezüglich eines maximalen Teilbaumes G0 ⊂ G wie folgt berechnen: Ist E
eine Kante von G0, so definieren wir einen neuen Graphen von Gruppen,
indem wir die Kante E mit ihren beiden Ecken durch eine einzige Ecke
ersetzen, welche als Eckengruppe das Amalgam Γ
G
(∂−E) ∗Γ
G
(E) ΓG (∂+E)
trägt. Nach einer endlichen Anzahl solcher Reduktionsschritte erhalten wir
einen Graphen von Gruppen mit endlich vielen zu einer einzigen Ecke
inzidenter Kanten, nämlich genau den Kanten in G ∖G0. Wie oben reduzieren
wir den Graphen, indem wir suksessive die verbleibenden Kanten löschen
und dabei jeweils die Eckengruppe durch ihre HNN-Erweiterung über die
betreffende Kantengruppe ersetzen. Die resultierende Gruppe ist isomorph
zu der Fundamentalgruppe des Graphen von Gruppen.
5 In diesem Falle ist G ′ = ●←●→ ● und ein Graph von Gruppen über G entspricht genau einem
Pushoutdiagramm zweier Monomorphismen in der Kategorie der Gruppen.
6 Schneidet man beispielsweise eine Riemannschen Fläche X von positivem Geschlecht
entlang einer nichtseparierenden geschlossenen Geodätischen auf, so erhält man eine
Riemannsche Fläche X ′ mit zwei zusätzlichen Randkomponenten Y1, Y2. Die beiden
Einbettungen von S1 ≃Yi ↪X
′ induzieren zwei Monomorphismen Z↪ pi1(X
′) und es gilt
pi1(X ) = pi1(X
′)∗Z
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Es sei ΓG (_) ein Graph von Gruppen mit Fundamentalgruppe Γ. Dann
definieren die Eckenmenge
Ṽ =⊍V ∈V Γ/ΓG (V )
und die Kantenmenge
Ẽ =⊍E∈E Γ/ΓG (E)
mit den Randabbildungen
γΓG (E)z→ γΓG (∂±E)
einen Baum T , auf welchem Γ so wirkt, daß der auf seinem Quotienten T /Γ
induzierte Graph von Gruppen isomorph zu ΓG (_) ist. Dieser Baum wird als
Bass-Serre Baum bezeichnet. Dabei entspricht für eine Kante E ∈ E ∖E0 der
Erzeuger τE einem Element der topologischen Fundamentalgruppe pi1(G ) und
wirkt als Translation auf T ; insbesondere gilt τE .∂−e = ∂+e für einen Lift e
von E .
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3 ZULÄSSIGE WIRKUNGEN
Im folgenden verallgemeinern wir die Klasse von Gruppenwirkungen, welche
von C. B. CROKE und B. KLEINER in [CK02] als zulässig bezeichnet
werden.
Wir definieren die Wirkung einer Gruppe auf einem Hadamardraum als
zulässig, wenn sie isomorph zu der Fundamentalgruppe eines Graphen von
Gruppen mit bestimmten Eigenschaften ist, und charakterisieren eine in
diesem Sinne zulässige Wirkung durch die Wirkung der Gruppe auf ihrem
Bass-Serre Baum.
Anhand einiger Beispiele werden wir erläutern, wie solche Wirkungen in
natürlicher Weise auftreten.
In [CK02] klassifizieren die Autoren die in ihrem Sinne zulässigen Wirkungen
durch eine auf den Ecken- und Kantengruppen der Graphenzerlegung der
Gruppe definierte Familie von Funktionen. Diese sogenannten geometrischen
Daten einer Wirkung besitzen für die von uns betrachtete Klasse von
Wirkungen eine naheliegende Verallgemeinerung, welche wir im letzten
Abschnitt dieses Kapitels vorstellen werden.
3.1 ZULÄSSIGE GRAPHEN VON GRUPPEN
Zwei Untergruppen A und B einer Gruppe G heißen kommensurabel, wenn
A∩B endlichen Index in A und in B hat; wir schreiben dann A ∼ B. Die
Untergruppen A und B heißen konjugiert kommensurabel, wenn es ein g ∈G
gibt, so daß gA = {gag−1 ∣ a ∈A} und B kommensurabel sind. Die Untergruppe
CommG(A) = {g ∈G ∣ gA ∼A} heißt der Kommensurator von A in G.
Es sei P eine Eigenschaft für Gruppen. Eine Gruppe G heißt virtuell P , falls
G eine Untergruppe von endlichem Index enthält, welche die Eigenschaft P
besitzt.
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DEFINITION 3.1.1 Ein Graph von Gruppen Γ
G
(_) heiße zulässig von Rang
k, falls G endlich ist, mindestens eine Kante besitzt und die folgenden
Bedingungen erfüllt sind:
(i) Jede Eckengruppe Γ
G
(V ) ist eine Erweiterung einer nichtelementar
hyperbolischen Gruppe ∆(V ) durch eine frei abelsche Untergruppe
Z(V ) < Γ
G
(V ) von Rang k−1.
(ii) Jede Kantengruppe Γ
G
(E) ist virtuell frei abelsch von Rang k.
(iii) Ist E eine zu einer Ecke V = ∂ εE inzidente Kante, so sind für
jedes γ ∈ Γ
G
(V ) ∖ ιεE (ΓG (E)) die Untergruppen ΓG (E) und
γΓ
G
(E)
inkommensurabel. Ist E ′ eine weitere zu V inzidente Kante, so
sind die Bilder von Γ
G
(E) und Γ
G
(E ′) in Γ
G
(V ) nicht konjugiert
kommensurabel.
(iv) Ist E eine Kante, so erzeugen die Urbilder7 ι−E
−1Z(∂−E) und
ι+E
−1Z(∂+E) eine Untergruppe von endlichem Index in ΓG (E).
Wirkt eine Gruppe Γ eigentlich diskontinuierlich und kokompakt durch
Isometrien auf einem lokal kompakten Hadamardraum, so heiße diese
Wirkung zulässig von Rang k, wenn Γ isomorph zu der Fundamentalgruppe
eines zulässigen Graphen von Gruppen von Rang k ist.
BEMERKUNG 3.1.2 Es sei Γ eine Gruppe, welche eigentlich diskontinuierlich
und kokompakt auf einem lokal kompakten Hadamardraum X wirkt. Die
Wirkung ist genau dann zulässig von Rang k, wenn es einen Γ-endlichen
Γ-Baum T und eine Γ-äquivariante Familie von Normalteilern Za der
Isotropiegruppen Γa der Ecken und Kanten a von T mit den folgenden
Eigenschaften gibt:
(i) Für jede Ecke v ist Zv frei abelsch von Rang k−1, CommΓ(Zv) = Γv und
Γv/Zv ist nichtelementar hyperbolisch.
(ii) Für jede Kante e ist Ze frei abelsch von Rang k, Γe/Ze ist endlich und
Z∂±e <Ze .
(iii) Für zwei verschiedene, zu einer gemeinsamen Ecke inzidente Kanten e
und e′ sind Ze und Ze′ inkommensurabel.
7 Mit (i) können wir annehmen, jede Untergruppe Z(∂±E) liege im Bild von ι±E , denn eine
endliche Erweiterung einer hyperbolischen Gruppe ist wieder hyperbolisch.
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BEWEIS: Wir zeigen zuerst, daß der Bass-Serre Baum T eines zulässigen
Graphen von Gruppen die geforderten Eigenschaften besitzt:
Für eine Kante e von T sei Ze der äquivariante Lift der normalen, frei
abelschen Untergruppe von Rang k in ΓG (Γ.e). Des weiteren bezeichne Zv
den entsprechenden Lift des frei abelschen Normalteilers in ΓG (V ).
Es seien e eine Kante von T und v eine zu e inzidente Ecke. Da Γv durch
halbeinfache Isometrien auf dem Hadamardraum X wirkt und Zv normal in
Γv ist, wird Zv von einer Untergruppe von endlichem Index in Γv bereits
zentralisiert. Ist also ξ ∈Zv , so gilt
Γξ .e =
ξ Γe ∼ ξ(Γe ∩CΓv(Zv)) = Γe ∩CΓv(Zv) ∼ Γe
und aus 3.1.1 folgt ξ ∈ Γe.
Da G endlich ist, können wir nach eventuellem Übergang zu einer
charakteristischen Untergruppe von endlichem Index in Zv annehmen, es
gelte Zv <Ze für jede zu einer Kante e inzidente Ecke v .
Es bleibt zu zeigen, daß CommΓ(Zv)<Γv für jede Ecke v gilt: Zunächst stellen
wir fest, daß für eine Kante e mit den Ecken v und w, sowohl Zv ∩Zw als auch
ZvZw als Untergruppen von Ze selbst frei abelsch sind. Nach 3.1.1 (iv) hat
ZvZw endlichen Index in Ze, ist mit 3.1.1 (ii) also von Rang k, und Zv ∩Zw hat
Rang k −2. Sind dann e ≠ e′ zu einer gemeinsamen Ecke v inzidente Kanten,
so ist Γe ∩Γe′ kommensurabel zu Zv . Es sei nun γ ∈ Γ∖Γv . Dann existiert ein
geodätisches Segment (v0e1v1 . . .envn) der Länge n ⩾ 3 in T mit v1 = v und
vn−1 = γ .v . Wegen Zv <Ze1 < Γv0 und
γZv =Zγ .v < Γvn , folgt aus
Zv ∩
γZv < Γv0 ∩Γvn < (Γe1 ∩Γe2)∩(Γe2 ∩Γe3) ∼Zv1 ∩Zv2 ≅Z
k−2
,
daß Zv und
γZv nicht kommensurabel sind.
Ist andererseits T ein Baum und Γ↷ T eine Wirkung mit den geforderten
Eigenschaften, so sind für den auf dem Quotienten G = T /Γ induzierten
Graphen von Gruppen die ersten drei Eigenschaften von Definition 3.1.1
offensichtlich erfüllt. Es sei E eine Kante von G und e ∈ E ein Lift nach ET .
Wäre dann Z∂−eZ∂+e nicht von endlichem Index in Ze, so wären Z∂−e und
Z∂+e kommensurabel und Γ∂+e < CommΓ(Z∂−e), im Widerspruch zu 3.1.1 (i).
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Insbesondere gilt also für eine zulässige Wirkung Γ↷X von Rang k
CΓ(Za) ∼NΓ(Za) =CommΓ(Za) = Γa
in jeder Ecke oder Kante a des Bass-Serre Baumes der Graphenzerlegung
von Γ.
BEMERKUNG 3.1.3 Es seien Γ eine Gruppe, X ein lokal kompakter
Hadamardraum und Γ↷X eine zulässige Wirkung von Rang k. Dann ist die
Zerlegung von Γ in einen zulässigen Graphen von Gruppen bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.
Der BEWEIS ist eine kleine Variation über [CK02, Lemma 3.7]:
Nach der vorangegangenen Bemerkung genügt es zu zeigen, daß für zwei
zulässigeWirkungen von Rang k einer Gruppe Γ aufX mit Bass-Serre Bäumen
T und T ′ mit den Eigenschaften (i) – (iii) aus 3.1.2 ein Γ-äquivarianter
Isomorphismus von T auf T ′ existiert.
Zunächst zeigen wir, daß es zu jedem v ∈ VT genau einen Fixpunkt v ′ ∈ VT ′
von Γv gibt:
Es sei v eine Ecke von T . Dann ist ein ξ ∈ Zv entweder Element einer
Isotropiegruppe eines Simplex oder besitzt eine eindeutig bestimmte Achse
ρ in T ′.
Im zweiten Falle ist ρ invariant unter CΓ(ξ ). Für ein γ ∈ CΓ(ξ ) sei
τ(γ) ∈ Z seine Translationslänge auf ρ bezüglich der durch ξ induzierten
Orientierung. Damit ist τ ein Gruppenhomomorphismus von CΓ(ξ ) in Z
und seine Einschränkung auf C = CΓ(ξ ) ∩ Γv liefert eine kurze exakte
Sequenz 1 → N → C → Z → 0. Da kerτ in der Isotropiegruppe eines jeden
Simplex von ρ enthalten ist, gilt insbesondere kerτ < Γe′i ∩Γe′i+1∼Zv ′i für zwei
aufeinanderfolgende Kanten e′i und e
′
i+1 in ρ mit gemeinsamer Ecke v ′i .
Daher ist mit kerτ auch N virtuell frei abelsch und von Rang höchstens
k − 1. Dann ist wegen C/N ≅ Z einerseits C selbst virtuell frei abelsch und
andererseits kommensurabel zu Γv , denn CΓ(Zv) und Γv sind kommensurabel
und CΓ(Zv) <CΓ(ξ ), im Widerspruch zu 3.1.2 (i).
Also ist für jedes ξ ∈ Zv seine Fixpunktmenge FixT ′(ξ ) nichtleer und
Zv -invariant und damit folgt, daß FixT ′(Zv) = ⋂ξ∈Zv FixT ′(ξ ) nichtleer und
Γv -invariant ist. Der Durchmesser von FixT ′(Zv) beträgt höchstens 2, denn
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wären e′1,e
′
2 und e
′
3 aufeinanderfolgende Kanten in FixT ′(Zv) und v
′
1, v
′
2 die
zwischen ihnen liegenden Ecken, so gälte
Z
k−1 ≅Zv < Γe′1 ∩Γe′2 ∩Γe′3 ∼Zv ′1 ∩Zv ′2 ≅Z
k−2
.
Also fixiert Γv einen Simplex a von FixT ′(Zv) und da Γv in keiner
Isotropiegruppe einer Kante von T ′ enthalten sein kann, ist a eine Ecke von
T ′ und eindeutig bestimmt.
Damit erhalten wir Γ-äquivariante Abbildungen zwischen VT und VT ′. Man
rechnet leicht nach, daß diese den gesuchten Γ-Isomorphismus von T auf T ′
induzieren.
3.2 GEOMETRISCHE BEISPIELE
TORUSKOMPLEXE
Es sei Ti , i ⩽m+1, eine Familie flacher 2-Tori, so daß es auf jedem Torus Ti
zueinander nichthomotope, einfach geschlossene Geodätische αi und βi mit
l(βi) = l(αi+1) gibt. Diese Tori werden nun miteinander verklebt, indem wir
für alle i <m die Geodätischen βi und αi+1 durch eine Isometrie miteinander
identifizieren. Damit erhalten wir einen kompakten Raum Y und versehen
diesen mit der induzierten Längenmetrik. Da die Bilder der Geodätischen
konvexe Teilräume der Tori sind, ist diese Metrik nichtpositiv gekrümmt.
Die obige Konstruktion beschreibt einen Graphen mit m Ecken
Vi = (Ti ∪Ti+1)/{βi = αi+1} und m−1 Kanten Ei =Vi ∩Vi+1. Daraus erhalten
wir einen Graphen von Gruppen, indem wir jede Ecke oder Kante ihre
Fundamentalgruppe tragen lassen. Dieser Graph von Gruppen ist zulässig:
Jede Ecke ist homöomorph zu (S1 ∨ S1) × S1 und ihre Fundamentalgrupppe
ist isomorph zu F2 ×Z. Eine Kante Ei ist inkompressibel in jeder der zu
ihr inzidenten Ecken, d.h. die durch die Inklusionen Ei ⊂Vi und Ei ⊂Vi+1
induzierten Abbildungen von pi1(Ei) in pi1(Vi) resp. pi1(Vi+1) sind injektiv.
Von zwei Erzeugern einer Kantengruppe pi1(Ei) = pi1(T2) = Z2 wird der
eine auf einen Erzeuger des unendlichen zyklischen Faktors und der andere
auf einen Erzeuger der freien Gruppe in der benachbarten Eckengruppe
abgebildet.
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Die universelle Überlagerung Ỹ von Y ist nach dem Satz von HADAMARD-
CARTAN ein lokal kompakter Hadamardraum, auf welchem pi1(Y ) eigentlich
diskontinuierlich und kokompakt durch Isometrien wirkt. Nach dem Satz
von VAN KAMPEN ist pi1(Y ) isomorph zu der Fundamentalgruppe des eben
definierten Graphen von Gruppen; siehe etwa [May99].
Die Wirkung von pi1(Y ) auf Ỹ ist also zulässig von Rang 2.
VERALLGEMEINERTE GRAPHENMANNIGFALTIGKEITEN
Eine verallgemeinerte Graphenmannigfaltigkeit der Dimension n + 2 ist eine
geschlossene, differenzierbareMannigfaltigkeitM, welche aus einer endlichen
Anzahl sogenannter Blöcke Mi ≅ Ni × Tn besteht, wobei jedes Ni eine
kompakte, orientierbare Riemannsche Fläche mit nichttrivialem Rand und
von negativer Eulercharakteristik ist. Eine Zusammenhangskomponente des
Randes eines Blockes ist dann ein (n + 1)-dimensionaler Torus. Die Blöcke
werden nun derart untereinander verklebt, daß jeweils zwei dieser Tori,
möglicherweise ein und desselben Blocks, durch einen Diffeomorphismus mit-
einander identifiziert werden. Dieser Diffeomorphismus soll die Torusfasern
der Blöcke nicht homotop zueinander abbilden.
Dies definiert einen Graphen wie folgt: Für jeden Block Mi sei Vi ein
Ecke. Zwei Ecken Vi und Vj sind genau dann durch eine Kante verbunden,
wenn Randkomponenten von Mi und M j miteinander identifiziert wurden;
möglicherweise gilt hier i = j und die Kante ist eine Schleife.
Wie im vorangegangenen Beispiel erhalten wir so einen Graphen von
Gruppen, dessen Ecken und Kanten genau die Fundamentalgruppen der sie
definierenden Blöcke oder Randkomponenten tragen. Jede Kantengruppe ist
frei abelsch von Rang n+1 und jede Eckengruppe ist isomorph zu dem direkten
Produkt einer Fuchsschen Gruppe mit einer frei abelschen Gruppe von
Rang n.
TrägtM eine RiemannscheMetrik nichtpositiver Schnittkrümmung8, so folgt
wie oben aus den Sätzen von HADAMARD-CARTAN und von VAN KAMPEN,
daß die Wirkung pi1(M)↷ M̃ zulässig von Rang n+1 ist.
8 In [Sve05] sind notwendige und hinreichende Bedingungen für die Existenz einer solchen
Metrik angegeben.
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3.3 ALGEBRAISCHE BEISPIELE
Ist eine Gruppe isomorph zu der Fundamentalgruppe eines Graphen von
Gruppen, so beschreibt jede Kante des Graphen eine Möglichkeit, die Gruppe
als amalgamiertes freies Produkt oder als HNN-Erweiterung darzustellen.
Eine Zerlegung einer Gruppe in einen Graphen von Gruppen, welcher bis
auf Konjugation alle Untergruppen einer bestimmten Klasse, über denen die
Gruppe als amalgamiertes freies Produkt oder als HNN-Erweiterung zerfällt,
als Kantengruppen trägt, wird JSJ-Zerlegung genannt.
Diese Bezeichnung wurde von Z. SELA in [Sel97] für die ebenda behandelten
Graphenzerlegungen torsionsfreier, hyperbolischer Gruppen geprägt. Sie
bezieht sich auf die Betrachtungen charakteristischer Untermannigfaltigkei-
ten in dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten von F. WALDHAUSEN [Wal68]
und geht auf das folgende, später von W. H. JACO, P. B. SHALEN [JS79] und
K. JOHANNSON [Joh79] bewiesene Resultat zurück: In jeder dreidimensio-
nalen, kompakten, irreduziblen, orientierbaren Mannigfaltigkeit ohne Rand
existiert eine minimale und bis auf Isotopie eindeutig bestimmte endliche
Familie eingebetteter, inkompressibler, zweiseitiger Tori, so daß der Abschluß
einer jeden Zusammenhangskomponente ihres Komplementes entweder eine
Seifertfaserung trägt oder atoroidal ist und es für jeden eingebetteten,
inkompressiblen Torus eine Homotopie in entweder einen Torus dieser
Familie oder in ein Seifertstück gibt. Diese Familie von Tori definiert einen
Graphen mit den Tori als Kanten und den Zusammenhangskomponenten
ihres Komplementes als Ecken. Nach dem Satz von VAN KAMPEN besitzt
die Fundamentalgruppe der Mannigfaltigkeit eine Graphenzerlegung über
genau diesem Graphen. Da die eingebetteten, inkompressiblen Tori den frei
abelschen Untergruppen von Rang 2 entsprechen, über denen die Fundamen-
talgruppe als amalgamiertes freies Produkt oder HNN-Erweiterung zerfällt,
beschreibt dieser Graph alle solchen Zerlegungen bis auf Konjugation.
P. SCOTT und G. A. SWARUP beschreiben in [SS03] und [SS07] die
JSJ-Zerlegungen von Gruppen mit Poincaré-Dualität in Dimension n. Unter
Verwendung dieses Resultates können wir in Korollar 3.3.2 Bedingungen
dafür angeben, wann die Wirkung einer solchen Gruppe auf einem
Hadamardraum zulässig von Rang n−1 ist.
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KOHOMOLOGIE VON GRUPPEN
Für eine Gruppe Γ und einen ZΓ-Modul M sind ihre Homologie und
Kohomologie mit Koeffizienten inM als derivierte Funktoren
H●(Γ;M) =Tor
ZΓ
● (Z,M)
und
H●(Γ;M) = Ext●ZΓ(Z,M)
definiert. Eine umfassende Darstellung dieser Theorie findet sich etwa bei
K. S. BROWN [Bro82].
Diese Homologietheorien sind eng verwandt mit gewöhnlicher singulärer
Homologie bzw. Kohomologie topologischer Räume: Es sei Γ eine Gruppe und
K(Γ,1) ein Eilenberg-MacLane Raum für Γ; da wir vor allem an kokompakten
Gruppenwirkungen interessiert sind, nehmen wir an, K(Γ,1) sei kompakt9.
Dann gilt
H●(Γ;M) =H●(K(Γ,1);M)
und
H●(Γ;M) =H●(K(Γ,1);M)
für jeden ZΓ-ModulM.
POINCARÉ-DUALITÄT FÜR GRUPPEN
Zur Definition von Poincaré-Dualität von Gruppen genügt uns die topologi-
sche Charakterisierung von (Ko-)Homologie von Gruppen. Der Darstellung
von C. T. C. WALL [Wal03] folgend, erfüllt eine Gruppe Γ mit kompaktem10
Eilenberg-MacLane Raum Poincaré-Dualität in Dimension n, wenn eine
Fundamentalklasse ξ ∈Hn(K(Γ,1);Z) existiert, so daß für alle i ∈N und jeden
KoeffizientenmodulM die Abbildung
∩ξ ∶ Hi(K(Γ,1),M)Ð→Hn−i(K(Γ,1),M)
ein Isomorphismus ist.
9 Allgemein gilt H●(Γ;M) =H●c(K(Γ,1);M ) für einen ZΓ-Modul M und ein System lokaler
Koeffizienten M auf K(Γ,1) mit Werten inM.
10 WALL läßt in [Wal03] allgemeiner endlich dominierte CW-Komplexe zu.
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JSJ-ZERLEGUNGEN VON GRUPPEN MIT POINCARÉ-DUALITÄT
Der folgende Satz wurde zunächst unter der zusätzlichen Voraussetzung,
Γ erfülle Max-c, von P. H. KROPHOLLER in [Kro90] und dann in der hier
formulierten Allgemeinheit von SCOTT und SWARUP in [SS03] und [SS07]
bewiesen:
THEOREM [SS07, Theorem. 5.1, S. 67] Eine Gruppe Γ erfülle Poincaré-
Dualität in Dimension n+2 und sei nicht virtuell polyzyklisch. Dann ist Γ
isomorph zu der Fundamentalgruppe eines endlichen Graphen von Gruppen
ΓG (_) mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Jede Kantengruppe ist virtuell polyzyklisch der Länge n+1.
(ii) Eine Eckengruppe ΓG (V ) ist entweder
a) von innerem Seifert-Typ, d.h. ΓG (V ) ist eine Erweiterung einer
virtuell polyzyklischen Gruppe Λ(V ) der Länge n durch eine
nichtelementare Fuchssche Gruppe Φ(V ) und jeder Lift einer
periphären Untergruppe von Φ(V ) nach ΓG (V ) liegt in genau
einer Kantengruppe einer zuV inzidenten Kante,
b) von speziellem Seifert-Typ, d.h. es gibt genau eine zuV inzidente
Kante E und ΓG (E) hat Index ⩽ 2 in ΓG (V ), oder
c) atoroidal, d.h. jede virtuell polyzyklische Untergruppe der Länge
n+1 in ΓG (V ) kann in eine Kantengruppe einer zuV inzidenten
Kante konjugiert werden.
(iii) Jede virtuell polyzyklische Untergruppe der Länge n+1 in Γ ist, bis auf
Konjugation, in einer Eckengruppe von ΓG (_) enthalten.
Die atoroidalen Ecken von G definieren eine 2-färbung der Eckenmenge
VG , d.h. jede Kante ist inzident zu einer atoroidalen Ecke und einer
Ecke von entweder innerem oder speziellem Seifert-Typ. Ein bezüglich der
Eigenschaften minimaler Graph von Gruppen ΓG (_) ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.
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ZULÄSSIGKEIT
Es sei Γ↷X eine isometrische, eigentlich diskontinuierliche und kokompakte
Wirkung einer Gruppe Γ, welche Poincaré-Dualität in Dimension n+2 erfüllt,
auf einem lokal kompakten Hadamardraum X .
Ferner sei T der Bass-Serre Baum des Graphen von Gruppen aus [SS07,
Theorem 5.1]. Dabei bezeichne E seine Kantenmenge und ViST bzw. VsST die
Menge der Ecken von innerem respektive speziellem Seifert-Typ, sowie Vat
die atoroidalen Ecken.
PROPOSITION 3.3.1 Es existiert eine Γ-äquivariante Familie von Untergrup-
pen Zn ≅ Zv ⊂ Γv für jede Ecke v von innerem Seifert-Typ und Zn+1 ≅Ze ⊂ Γe
für jede Kante e mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Zv ist von endlichem Index in Λv .
(ii) CΓ(Zv) ist von endlichem Index in Γv .
(iii) Ze ist von endlichem Index in Γe.
(iv) CΓ(Ze) und Γe sind kommensurabel.
(v) Sind e und e′ zwei verschiedene, zu einer Ecke v von innerem Seifert-
Typ inzidente Kanten, so ist Zv mit endlichem Index in Ze ∩ Ze′
enthalten.
(vi) Für jede Kante e deren Ecken v und v ′ von innerem Seifert-Typ sind, ist
ZvZv ′ eine Untergruppe von endlichem Index in Ze.
BEWEIS: ad (i). Der Stabilisator Γv einer Ecke v von innerem Seifert-Typ
ist, nach Definition, eine Erweiterung einer virtuell polyzyklischen Gruppe
Λv der Länge n durch eine nichtelementare Fuchssche Gruppe Φv . Da
Λv eigentlich diskontinuierlich und durch halbeinfache Isometrien auf dem
HadamardraumX wirkt, ist Λv schon virtuell frei abelsch und wir finden eine
in Λv charakteristische, frei abelsche Untergruppe Zv von Rang n.
ad (iii). Ist e eine Kante von T , so ist ihr Stabilisator Γe virtuell polyzklisch
der Länge n+1 und wie oben wählen wir eine frei abelsche, charakteristische
Untergruppe Ze von Rang n+1 in Γe.
Diese Familien können wir offensichtlich Γ-äquivariant wählen.
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ad (ii). Da Zv als charakteristische Untergruppe von Λv normal in Γv ist, wird
sie von einer Untergruppe mit endlichem Index in Γv bereits zentralisiert.
Weiter folgt CΓ(Zv) ⊂ CommΓ(Λv) aus der Kommensurabilität von Zv und
Λv und nach [SS07, Lemma 5.16, S. 82] gilt CommΓ(Λv) = Γv .
Der Lift einer periphären Untergruppe in Φv enthält Λv , also liegt Λv in
jeder Kantengruppe einer zu v inzidenten Kante. Da T /Γ endlich ist, können
wir nach eventuellem Übergang zu einer Untergruppe von endlichem Index
annehmen, daß für alle zu v inzidenten Kanten Zv ⊂Ze gilt.
ad (iv). Ist e inzident zu einer Ecke v von innerem Seifert-Typ, so gilt
CΓ(Ze) ⊂ CΓ(Zv) ⊂ Γv nach (ii) und aus [KR88, Lemma 2.2, S. 412] folgt
CΓ(Ze) ⊂ CommΓ(Γe)∩Γv = CommΓv (Γe) = Γe. Andernfalls ist e inzident zu
einer Ecke w von speziellem Seifert-Typ und CΓ(Ze) ⊂Γw : Ist α ∈CΓ(Ze)∖Γe,
so stabilisiert Ze jeden Simplex des Pfades von e nach α .e. Je zwei
aufeinanderfolgende Kanten dieses Pfades sind also kommensurabel und
damit nach [KR88, Lemma 2.2] inzident zu einer Ecke von speziellem Seifert-
Typ. DaT keine zwei benachbarten solcher enthält, sind e und α .e inzident zu
der Ecke w von speziellem Seifert-Typ und es folgt α ∈ Γw . Nach Eigenschaft
(ii) aus [SS07, Theorem 5.1] hat Γe höchstens Index 2 in Γw .
ad (v). Für zwei verschiedene, zu v inzidente Kanten e und e′ gilt Zv ⊂Ze∩Ze′
und es folgt rk(Ze ∩Ze′) ⩾ rk Zv = n. Andererseits sind Ze und Ze′ nicht
kommensurabel, also gilt rk(Ze ∩Ze′) < rk Ze = n+1.
ad (vi). Ist e eine Kante deren Ecken v und v ′ von innerem Seifert-Typ sind,
so ist nach dem oben Bewiesenen ZvZv ′ eine frei abelsche Untergruppe von
Rang k in Ze mit n ⩽ k ⩽n+1. Gälte k =n, so wären Zv und Zv ′ kommensurabel
und es folgte Γv =CommΓ(Zv) =CommΓ(Zv ′) = Γv ′ .
KOROLLAR 3.3.2 Sind die atoroidalen Ecken und die Ecken von speziellem
Seifert-Typ der in [SS07, Theorem 5.1] definierten JSJ-zerlegung von Γ
trivial11, so ist die Wirkung von Γ auf X nach Bemerkung 3.1.2 zulässig von
Rang n+1.
11 In dem Sinne, daß ihre Kantenmonomorphismen sogar Isomorphismen sind.
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Basierend auf der Vermutung von WALL [Wal03, Conjecture 10.5, S. 91],
daß strikt atoroidale Poincaré-Dualitäts-Paare (G,Ω) der Dimension 3 relativ
hyperbolisch sind, könnten mit den in der Einleitung erwähnten Methoden
von G. C. HRUSKA und KLEINER aus [Hru05] und [HK05] auch Resultate
über Wirkungen einer Gruppe mit Poincaré-Dualität in Dimension 3 auf
Hadamardräumen ohne die Einschränkung in Korollar 3.3.2 erzielt werden.
3.4 VERALLGEMEINERTE GEOMETRISCHE DATEN
Wir definieren nun die verallgemeinerten geometrischen Daten einer
zulässigen Wirkung. Dazu sei Γ eine Gruppe, welche in zulässiger Weise von
Rang n+1 eigentlich diskontinuierlich und kokompakt durch Isometrien auf
einem lokal kompakten Hadamardraum X wirkt.
Es bezeichne T den nach Bemerkung 3.1.3 bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmten Bass-Serre Baum der Graphenzerlegung von Γ. Für eine Ecke v
von T ist dann die Teilmenge Yv =MinX (Zv) der von Zv ≅Zn minimal ver-
schobenen Punkte von X ein nichtleerer, Γv -invarianter, abgeschlossener und
konvexer Teilraum von X und zerfällt als metrisches Produkt Yv ≅Y v ×Ev
eines konvexen Teilraumes Y v und eines n-dimensionalen euklidischen
Raumes Ev . Die Isometrien in Γv erhalten diese Produktstruktur, d.h.
für jedes γ ∈ Γv gibt es Isometrien γ ∈ Iso(Y v) und γE ∈ Iso(Ev), so
daß γ .(x,xE) = (γ .x,γE.xE) für jedes x ∈ Yv gilt, wobei wir x mit seinen
Koordinaten (x,xE) bezüglich der Produktzerlegung identifizieren. Des
weiteren wirkt Zv trivial auf dem ersten Faktor und als Gitter auf dem
euklidischen Faktor; der Quotient des euklidischen Faktors nach Zv ist
ein n-Torus. Die Wirkung von Γv auf Y v faktorisiert also über Zv , so
daß CΓ(Zv)/Zv eigentlich diskontinuierlich und kokompakt auf dem lokal
kompakten HadamardraumY v wirkt; insbesondere ist dann nach Bemerkung
3.1.2 (i)Y v ein hyperbolischer Raum mit mehr als zwei Enden.
Für das erste geometrische Datum definieren wir analog zu [CK02, Definition
3.9, S. 499] für jede Ecke v von T die Abbildung, welche jeder Isometrie in Γv
ihre Translationslänge auf dem hyperbolischen Faktor inYv zuordnet:
MLSv ∶ Γv Ð→R⩾0 , γ z→ ∣γ ∣Y v
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Da die Wirkung von Γv aufY v über Zv faktorisiert, können wir MLSv auch
als eine auf der hyperbolischen Gruppe ∆v = Γv/Zv definierte Abbildung12
auffassen.
Für eine Ecke v von T betrachten wir den reellen Vektorraum Zv ⊗ZR ≅Rn.
Die Fortsetzung der auf Zv definierten Abbildung ζ ↦ ∣ζ ∣2X ist eine
quadratische Form auf Zv ⊗ZR. Die durch Polarisierung dieser quadratischen
Form induzierte Metrik sei mit < . , . > bezeichnet, die zugehörige Norm mit
∥ .∥. Vermöge der Wirkung von Zv ist dann der euklidische Faktor Ev in der
Produktzerlegung von Yv kanonisch isometrisch zu Zv ⊗ZR mit der Metrik
< . , . >. Wählen wir Erzeuger ζ1, . . . ,ζn von Zv , so bilden diese eine Basis
von Zv ⊗ZR. Der Zentralisator von Zv wirkt durch Translationen auf Ev .
Für ein γ ∈ CΓ(Zv) bezeichne dann γ⃗ = (g1, . . . ,gn) die Koordinaten seines
Translationsvektors γE in Zv ⊗ZR ≅Ev bezüglich der Basis ζ1, . . . ,ζn.
Wir wählen nun für jede Ecke v von T Erzeuger von Zv . Diese Wahl sei
Γ-äquivariant. Zu jeder Ecke v von T definieren wir dann für das zweite
geometrische Datum den Gruppenhomomorphismus
Tv ∶ CΓ(Zv)Ð→R
n
, γ z→ γ⃗ .
Diese Abbildung trägt tatsächlich geometrische Informationen, wie man an
dem folgenden Beispiel sieht:
Es seiY der Cayleygraph der freien Gruppe F2 auf zwei Erzeugern f1, f2 und
φ der durch f1 ↦ 1 und f2 ↦ 0 auf F2 definierte Gruppenhomomorphismus
nach Z. Dann wirkt für jedes t ∈R die Gruppe F1×Z aufY ×E vermöge
(g,k).(y,r) = (g.y,r +k+tφ(g)) .
Dann gilt mit der Wahl des Erzeugers 1 von Z:
T (g,k) = k+tφ(g)
Die Familien {MLSv}v∈V und {Tv}v∈V nennen wir die verallgemeinerten
geometrischen Daten der zulässigen Wirkung Γ ↷ X . Diese Familien sind
invariant unter der Wirkung von Γ, denn die Familie {Yv}v∈V ist äquivariant
12 IstX eine Graphenmannigfaltigkeit, so entsprichtMLSv genau demmarkierten Längenspek-
trum der Riemannschen Fläche in dem Seifertstück zu v .
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und Translationslängen sind invariant unter Konjugation; insbesondere
können wir die verallgemeinerten geometrischen Daten als auf den Ecken des
Graphen G =T /Γ gegeben auffassen.
Es seien Γ ↷ X ′ eine weitere zulässige Wirkung von Rang n + 1 und
{MLS′v}v∈V sowie {T
′
v}v∈V die Familien ihrer verallgemeinerten geometri-
schen Daten. Die geometrischen Daten der Wirkungen heißen äquivalent,
wenn für jede Ecke v des Baumes T′v = Tv gilt
13 und ein λ(v) ∈R>0 existiert
mit MLS′v = λ(v)MLSv .
13Dabei setzen wir voraus, daß für beide Wirkungen jeweils die gleichen Erzeuger von Zv ,
v ∈ V , gewählt wurden.
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4 GEOMETRIE ZULÄSSIGER WIRKUNGEN
In diesem Kapitel werden wir darlegen, wie sich die algebraische Zerlegung
einer in zulässiger Weise auf einem lokal kompakten Hadamardraum
wirkenden Gruppe in dessen lokaler Geometrie niederschlägt und damit eine
äquivariante Zerlegung des Raumes ermöglicht.
Zunächst betrachten wir die Familie der Teilräume der von den frei abelschen
Untergruppen der Ecken- und Kantenstabilisatoren minimal verschobenen
Punkte des Hadamardraumes. Dies entspricht in etwa den Lifts der Tori
bzw. der Seifertstücke einer Graphenmannigfaltigkeit in ihre universelle
Überlagerung. Geeignet gewählte Tubenumgebungen dieser Teilräume bilden
dann eine über die Ecken und Kanten des Bass-Serre Baumes indizierte lokal
endliche Überdeckung des Hadamardraumes durch sogenannte Ecken- und
Kantenräume.
Diese Zerlegung erlaubt eine Typisierung geodätischer Strahlen durch die
von ihnen durchlaufene Folge von Kantenräumen. So ordnen wir jedem
geodätischen Strahl des Hadamardraumes, welcher nicht asymptotisch zu
einem Eckenraum ist, einen geodätischen Strahl in dem Bass-Serre Baumes zu,
eine sogenannte Route. Andererseits läßt sich für jeden geodätischen Strahl
des Baumes ein Modellraum, eine sogenannte Schablone, für die durch ihn
gegebene Folge von Ecken- und Kantenräumen konstruieren.
Diese Schablonen sind innerhalb einer Äquivalenzklasse verallgemeinerter
geometrischer Daten in dem folgenden Sinne universell: Sind die verallgemei-
nerten geometrischen Daten eines Paares zulässigerWirkungen einer Gruppe
auf lokal kompakten Hadamardräumen äquivalent, so ist jede Schablone
des einen Raumes vermöge einer äquivarianten Quasiisometrie auch eine
Schablone des anderen.
Diese Konstruktion entspricht für eine zulässige Wirkung von Rang 2
weitgehend14 dem Ansatz von CROKE und KLEINER in [CK02]. Die
14Unsere Definition eines zulässigen Graphen von Gruppen von Rang 2 ist geringfügig
allgemeiner als die in [CK02] verwandte.
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Autoren können damit unter anderem zeigen, daß sich jede äquivariante
Quasiisometrie stetig auf den virtuellen Rand fortsetzen läßt, falls die
geometrischen Daten zweier solcher zulässigerWirkungen äquivalent sind. In
einer Skizze zum Beweis dieses Resultates werden wir im letzten Abschnitt
des Kapitels erläutern, woran der Beweis einer Verallgemeinerung dieser
Aussage für zulässige Wirkungen von höherem Rang scheitert.
Mit dem dabei zu beobachtende Effekt zeigen wir in Kapitel 6 an einem
Beispiel, daß die verallgemeinerten geometrischen Daten nicht genügend
Information tragen, als daß aus ihrer Äquivalenz die Fortsetzbarkeit einer
äquivarianten Quasiisometrie folgte.
4.1 GEOMETRISCHE ZERLEGUNG
Es sei im folgenden stets X eine lokal kompakter Hadamardraum und Γ↷X
eine zulässige Wirkung von Rang n + 1. Dabei bezeichne T den nach
Bemerkung 3.1.3 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Bass-Serre Baum
dieser Wirkung.
Zur Definition der Ecken- und Kantenräume betrachten wir zunächst die
durch die Graphenzerlegung der Gruppe beschriebene Kombinatorik der
Familien {MinX (Z( .))}, jeweils für die Ecken- oder Kantenmenge V bzw. E
von T . Die Konstruktion entspricht [CK02, Lemmata 3.11 – 3.15, S. 500 ff.].
Es seiYe =MinX (Ze) ≅Y e ×Ee für jedes e ∈ E undYv =MinX (Zv) ≅Y v ×Ev
für v ∈ V ; dabei ist Y e kompakt, denn Γe/Ze ist endlich, Y v ist hyperbolisch
und es gilt dimEe = n + 1 = 1 + dimEv . Diese Familien abgeschlossener,
konvexer Teilräume von X sind dann Γ-äquivariant.
LEMMA 4.1.1 Die Familien {Ye}e∈E und {Yv}v∈V sind lokal endlich: Für jedes
R ⩾ 0 existiert ein N ∈N, so daß es für jedes x ∈ X höchstens N Simplizes
a ∈ E ∪V gibt, für welcheYa ∩BR(x) nicht leer ist.
BEWEIS: Für v ∈ V seien ζ v1 , . . . ,ζ vn äquivariant gewählte Erzeuger von Zv .
Da G endlich ist, gibt es eine uniforme Schranke D für die Translationslängen
dieser Erzeuger.
Sind dann R > 0 und x ∈X , so können wir für alle v,w ∈ V mit Yv ∩BR(x) ≠
∅ ≠Yw ∩BR(x) annehmen, v und w lägen in ein und derselben der endlich
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vielen Γ-Bahnen. Wegen dX (ζ γ .vi .x,x) ≤ 2R+D ist {ζ γ .vi ∣ i ≤ n, γ ∈ Γ} endlich;
insbesondere gibt es für jede Folge γn in Γ mit Yγn .v ∩BR(x) ≠ ∅ nur endlich
viele Elemente ζ γn .vi = γnζ vi γ−1n . Sind dann k, l ∈Nmit γkζ vi γ−1k = γlζ vi γ−1l für alle
i ≤ n, so gilt γ−1k γl ∈⋂i≤nCΓ(ζ vi ) =CΓ(Zv) < Γv , und es folgtYγk .v =Yγl .v .
Da Γ kokompakt auf X wirkt, kann eine Schranke auch unabhängig von x
gewählt werden.
Der Beweis für die Kanten geht analog.
KOROLLAR 4.1.2 Für jedes D ⩾ 0 sind die Familien {BD(Ye)}e∈E und
{BD(Yv)}v∈V lokal endlich und es existiert eine Konstante L(D) > 0, so daß
für alle a,b ∈ E ∪V aus dT (a,b) > L(D) schon BD(Ya)∩BD(Yb) = ∅ folgt.
LEMMA 4.1.3 Es existieren Konstanten D, D ′ und R, so daß die Familien
Xv =BD(Yv), v ∈ V , und Xe =BD ′(Ye), e ∈ E , Überdeckungen von X sind
sowie für jede Kante f von T und die beiden Zusammenhangskomponenten
T1,T2 von T ∖ f die beiden Teilmengen ⋃e∈ET1Xe ∖Xf und ⋃e∈ET2Xe ∖Xf
von X ∖Xf bzw. ⋃v∈VT1Xv ∖BR(Xf ) und ⋃v∈VT2Xv ∖BR(Xf ) von
X ∖BR(Xf ) jeweils disjunkt, offen und abgeschlossen sind.
BEWEIS: Da Γ kokompakt auf X wirkt, können wir zunächst D so groß
wählen, daß dieD-Umgebungen derYv undYe ganzX überdecken. Es seien f
eine Kante und a,b ∈ E ∪V aus verschiedenen Zusammenhangskomponenten
von T ∖ f mit BD(Ya)∩BD(Yb) ≠ ∅. Dann wirkt Γa ∩ Γb kokompakt auf
BD(Ya)∩BD(Yb):
Es sei xk eine Folge in BD(Ya)∩BD(Yb). Da Γa kokompakt auf BD(Ya)
wirkt, finden wir Elemente γk ∈ Γa so, daß wir nach eventuellem Übergang
zu einer Teilfolge annehmen können, γk.xk konvergiere gegen ein x∞ in
BD(Ya). Für fast alle k gilt dann γk.BD(Yb)∩BD(x∞) ≠ ∅ und aus Lemma
4.1.1 folgt, daß γk.b eine konstante Teilfolge enthält. Wir können also ohne
Einschränkung annehmen, es gelte γ−11 γk ∈ Γa ∩ Γb für alle k. Damit folgt
limk→∞ γ−11 γk.xk = γ
−1
1 .x∞ .
Also ist dX (Yf , .) auf BD(Ya) ∩BD(Yb) beschränkt. Ferner ist die Menge
der Paare {(a,b) ∣ a,b ∈ E ∪V , BD(Ya)∩BD(Yb) ≠ ∅} ebenfalls Γ-endlich:
Da G endlich ist, genügt es zu zeigen, daß es für ein a ∈ E ∪ V , modulo
der Wirkung von Γa, nur endlich viele b ∈ E ∪V mit BD(Ya)∩BD(Yb) ≠ ∅
gibt. Wir wählen x ∈Ya und R so, daß BR(x) einen Fundamentalbereich
29
der Γa-Wirkung auf BD(Ya) enthält. Dann gibt es zu jedem b ∈ E ∪V mit
BD(Ya)∩BD(Yb) ≠∅ ein γb ∈Γa, so daßBR(x)∩BD(Yγ
b
.b) ≠∅. Nach Lemma
4.1.1 existieren nur endlich viele solcher γb.b .
Also finden wir unabhängig von der Wahl von f ein D ′ mit
BD(Ya)∩BD(Yb) ⊂BD ′(Yf ).
Wir nennen nunXv =BD(Yv) den Eckenraum zu v ∈V undXe =BD ′(Ye) den
Kantenraum zu e ∈ E .
4.2 ROUTEN
Wir assoziieren zu jedem geodätischen Strahl in X , welcher nicht asympto-
tisch zu einem Eckenraum ist, eine sogenannte Route, nämlich einen geodä-
tischen Strahl in T , welcher fast alle Kanten enthält, deren Kantenräume
der Strahl in X durchläuft; vergleiche „itineraries“ in [CK02, S. 502 ff.].
Es sei S ⊂ X ein Fundamentalbereich der Γ-Wirkung und ρ ∶ S → V mit
x ∈ Xρ(x) für alle x ∈ S. Da {Xv}v∈V eine Überdeckung von X ist, können
wir ρ in äquivarianter Weise auf X fortsetzen. Die so definierte Abbildung
erfüllt eine Lipschitzbedingung:
Es sei D die Konstante aus Lemma 4.1.3 und L = L(2D) jene aus Korollar
4.1.2. Sind dann x,y ∈X mit dX (x,y) ⩽D , so giltB2D(Yρ(x))∩B2D(Yρ(y))≠∅
und es folgt d
T
(ρ(x),ρ(y)) ⩽ L. Für beliebige x,y ∈ X untertei-
len wir das geodätische Segment von x nach y in D−1dX (x,y)+1
Teilsegmente, deren Länge jeweils höchsten D beträgt, und erhalten
d
T
(ρ(x),ρ(y)) ⩽D−1LdX (x,y)+L.
LEMMA 4.2.1 Es sei c ein geodätischer Strahl in X . Dann tritt einer der
folgenden Fälle ein:
(i) ρ ○c ist unbeschränkt und liegt in endlichem Hausdorffabstand zu einem
geodätischen Strahl τc in T mit Startpunkt ρ ○c(0). Für fast alle Kanten
e in τc schneidet c den Kantenraum Xe .
(ii) ρ ○ c ist beschränkt und c verläuft nach endlicher Zeit in einem
Eckenraum Xv . Die Simplizes, zu deren Ecken- oder Kantenräumen c
asymptotisch ist, bilden einen Teilbaum Tc in T .
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Ist c′ ein weiterer, zu c asymptotischer Strahl in X , so ist ρ ○ c′ genau dann
beschränkt, wenn ρ ○ c beschränkt ist und es gilt entweder Tc′ = Tc oder τc′
und τc sind asymptotisch. Wir bezeichnen τc als die Route von c.
BEWEIS: Ist v ∈ V , so verbleibt c nach endlicher Zeit entweder in Xv oder
in seinem Komplement, denn Xv ist konvex. Falls c jeden Eckenraum Xv
schließlich verläßt, ist ρ ○c unbeschränkt, denn {Xv}v∈V ist lokal endlich.
In diesem Falle finden wir eine Kante f in beliebig großemAbstand zu ρ ○c(0)
und ein N , so daß ρ ○ c(0) und ρ ○ c(N) in verschiedenen Zusammenhangs-
komponenten von T ∖ f liegen und dT ( f ,ρ ○c(N)) > L(D ′) gilt. Dann liegen
auch c(0) und c(N) in verschiedenen Zusammenhangskomponenten von
X ∖Xf . Da es ein s ∈ (0,N) mit c(s) ∈Xf gibt, folgt aus der Konvexität von
Xf , daß c([N ,∞)) ganz in einer Zusammenhangskomponente von X ∖Xf
liegt. Damit liegen für alle k ⩾N auch ρ ○ c(0) und ρ ○ c(k) in verschiedenen
Zusammenhangskomponenten von T ∖ f und bis zum Zeitpunkt dT (ρ ○
c(0), f ) stimmen für alle k ⩾ N die geodätischen Segmente von ρ ○ c(0)
nach ρ ○ c(k) überein. Diese konvergieren somit gleichmäßig gegen einen
geodätischen Strahl τc in T mit den geforderten Eigenschaften. Jede Kante
jenseits von f in dem geodätischen Segment von ρ ○ c(0) nach ρ ○ c(k)
erfüllt dann ebenso obige Bedingungen und c durchläuft den zugehörigen
Kantenraum.
Andernfalls ist c nach endlicher Zeit in einem Eckenraum Xv enthalten.
Es bezeichne Tc die Menge der Simplizes von T , zu deren Ecken- oder
Kantenräumen c asymptotisch ist. Ist e eine Kante in Tc , so folgt mit der
Inklusion MinX (Ze) ⊂ MinX (Z∂±e), daß c zu dem Eckenraum jeder zu e
inzidenten Ecke asymptotisch ist. Damit ist Tc ein Teilgraph von T . Mit
einem Argument wie im Beweis von Lemma 4.1.3 folgt, daß für je zwei
Ecken, zu deren Eckenräumen c asymptotisch ist, c auch asymptotisch zu dem
Kantenraum jeder Kante des sie verbindenden Pfades ist. Also ist Tc auch
zusammenhängend.
4.3 SCHABLONEN
Der Konstruktion der „templates“ in [CK02, S. 507 ff.] folgend, wählen
wir in Γ-äquivarianter Weise für jede Kante e von T ein Ze-invariantes
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(n+1)-Flach15 Fe inYe ≅Y e ×Ee, eine Ze-äquivariante Isometrie φe ∶En+1→Fe
und für jedes Paar zu einer gemeinsamen Ecke v inzidenter Kanten e,e′ ein
minimales geodätisches Segment16 σ(e,e′) von Fe nach Fe′ . Die Flachs Fe und Fe′
sind nicht parallel, denn Ze und Ze′ sind inkommensurabel. Da Zv ⊂ Ze ∩Ze′
gilt, können wir ohne Einschränkung annehmen, σ(e,e′) sei bezüglich der
Isometrie Yv ≅Y v ×Ev von der Gestalt t ↦ (σ (e,e′)(t),0) für ein gedätisches
Segment σ(e,e′) inY v . DieWahl von σ(e,e′) definiert also einen flachen Streifen
S(e,e′) ≅ [0, l(σ (e,e′))]×En, dessen Randkomponenten in Fe und Fe′ liegen.
Für ein geodätisches Segment oder einen geodätischen Strahl τ = (e1,e2, . . .)
in T sei T ein zusammenhängender Raum, bestehend aus der disjunkten
Vereinigung sogenannter Wände Wi , jeweils isometrisch zu E
n+1, welche
entlang sogenannter Streifen Si , jeweils isometrisch zu [0, li]×En, mit li ⩾ 1,
in folgender Weise miteinander verklebt seien: Für jeden Streifen Si sei die
Randkomponente {0}×En mit einem affinen Teilraum inWi identifiziert und{li}×En mit einem ebensolchen in Wi+1. Des weiteren trage T die von den
euklidischen Wänden und Streifen induzierte Längenmetrik, vermöge derer
er zu einem lokal kompakten Hadamardraum wird.
Für eine Abbildung φ von T nach X und eine Konstante K heißt dann (T ,φ)
eine K-Schablone zu τ , wenn für alle i die folgenden Bedingungen erfüllt
sind:
dH(φ(Wi),Xei) <K(4.3.1)
und
dH(φ(Wi ∪Si ∪Wi+1),Xei ∪S(ei ,ei+1)∪Xei+1) <K .(4.3.2)
Sind p,q ∈Wi ∪Si ∪Wi+1, so gilt
∣dX (φ(p),φ(q))−dT (p,q)∣ <K(4.3.3)
15 Ist Γ↷X die Decktransformationswirkung der Fundamentalgruppe einer Graphenmannig-
faltigkeit nichtpositiver Krümmung, so entsprechen diese Flachs gerade den Überlagerungen
der Randkomponenten der Seifertstücke, also der totalgeodätischen Tori, in der universellen
Überlagerung X .
16 Für eine nichtpositiv gekrümmte Graphenmannigfaltigkeit ist dies genau der Lift eines
geodätischen Repräsentanten eines Weges, welcher zwei Komponenten des Randes der
Riemannschen Fläche eines Seifertstückes miteinander verbindet, in der Homotopieklasse
relativ zu den Randkomponenten.
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und für die proportional zur Bogenlänge auf dem Einheitsintervall parametri-
sierten Segmente cT von p nach q in T und cX von φ(p) nach φ(q) in X für
alle t ∈ [0,1] gilt:
dX (φ(cT (t)),cX (t)) <K(4.3.4)
Die Ränder L−i = Si−1∩Wi ≅E
n und L+i =Wi ∩Si ≅E
n der jeweiligen Streifen,
welche in ein Wi hinein bzw. hinausführen, bezeichnen wir als Säume. Diese
sind für jedes i nichtparallel.
Analog zu [CK02, Lemma 4.5] zeigen wir, daß für hinreichend großes K
zu jedem geodätischen Strahl oder Segment in T eine K-Schablone (T ,φ)
existiert:
Es sei τ = (e1,e2, . . .) ein geodätischer Strahl oder ein geodätisches Segment
in T . Für eine Kante ei in τ setzen wirWi = E
n+1, sowie Si = [0, li]×En, für
li =max{1, l(σ i)} mit σ i = σ (ei ,ei+1). Dann sei
T = (⊍iWi ⊍ ⊍i Si)/∼τ ,
wobei x ∼τ (0,y), falls x ∈ Wi , (0,y) ∈ Si und φei(x) = (σ i(0),y), oder
x ∼τ (li ,y), falls x ∈ Wi+1, (li ,y) ∈ Si und φei+1(x) = (σ i(li),y), gelte. Es
werden also eine disjunkte Vereinigung von (n+1)-Flachs entlang der Ränder
der durch die geodätischen Segmente σ(ei ,ei+1) definierten flachen Streifen
miteinander verklebt. Durch eventuelle Streckung des Intervallfaktors eines
Streifens erhält man eine (1,1)-Quasiisometrie von Si auf S(ei ,ei+1). Damit
kann die Familie der Isometrien φei zu einer Abbildung φ ∶ T →X fortgesetzt
werden.
Da für jede Kante e der Durchmesser des Kompaktums Xe/Ze uniform
beschränkt ist, liegen Xe und Fe in uniform beschränktem Hausdorffabstand
zueinander. Damit gilt (4.3.1) und nach Konstruktion von φ auf den Streifen
folgt (4.3.2) unmittelbar.
Es seien p,q ∈Wi ∪Si ∪Wi+1. Bezeichnet v die gemeinsame Ecke von ei und
ei+1, so gilt
φ(Wi ∪Si ∪Wi+1) = Fei ∪S(ei ,ei+1)∪Fei+1 ⊂Yv ≅Y v ×Ev
und bezüglich dieser Produktstruktur zerfällt φ in das Produkt einer
Abbildung von E∪0=0 [0, li]∪li=0E in den hyperbolischen RaumY v und einer
Isometrie der euklidischen Faktoren.
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Die so durch die Flachs Fei und Fei+1 definierten Geodätischen in Y v sind
nichtparallele Achsen zweier verschiedener hyperbolischer Isometrien in
∆v = Γv/Zv . Die vier von ihnen definierten Punkte des virtuellen Randes
sind paarweise verschieden, denn nach [CK02, Lemma 2.21] haben zwei
hyperbolische Isometrien in ∆v genau dann einen gemeinsamen Fixpunkt in
virtuellen Rand, wenn sie eine gemeinsame Achse besitzen. Für Punkte der
Form p = (p,0) und q = (q,0) in (Fei ∪S(ei ,ei+1) ∪Fei+1)∩Y v × {0} besagt nun
[CK02, Lemma 2.9], daß das geodätische Segment pq die Endpunkte von σ i in
uniform beschränktem Abstand passiert. Damit folgen (4.3.3) und (4.3.4) aus
der Tatsache, daß φ auf einer Wand isometrisch und auf einem Streifen eine(1,1)-Quasiisometrie ist.
4.4 QUASIISOMETRISCHE BLAUPAUSEN VON SCHABLONEN
Es seien nun Γ↷X und Γ↷X ′ zulässige Wirkungen von Rang n+1, deren
verallgemeinerte geometrische Daten äquivalent im Sinne von Abschnitt 3.4
sind und Φ eine Γ-äquivariante Quasiisometrie von X nach X ′. Ferner sei(T ,φ) die im vorangengangenen Abschnitt konstruierte K-Schablone von X
zu einem geodätischen Segment oder Strahl τ in T .
Wie in der Konstruktion von CROKE und KLEINER ist dann für ein geeignetes
K ′, welches nur von K und den Quasiisometriekonstanten von Φ abhängt,(T ,Φ○φ) eine K ′-Schablone von X ′ zu τ :
Zunächt beweisen wir eine Verallgemeinerung von [CK02, Lemma 6.4].
LEMMA 4.4.1 Für jede Ecke v von T liegt die Abbildung Φv = Φ∣Yv in end-
lichem Hausdorffabstand zu einer CΓ(Zv)-äquivarianten Produktabbildung
φv ×φEv einer Quasiisometrie φ v ∶ Y v →Y
′
v und einer affinen Abbildung
φEv ∶ Ev →E′v .
BEWEIS: Für jedes x ∈ Yv und ζ ∈ Zv gilt für die Verschiebefunktionen
δ ′ζ(Φ(x)) ⩽ Lδζ (x)+A. Damit folgt aus Korollar 1.3.3, daß Φ(Yv) und
Y ′v endlichen Hausdorffabstand haben und wir können Φv durch prY ′v ○Φv
ersetzen.
Für Basispunkte p ∈ Yv und q = Φv(p) können wir ohne Einschränkung
annehmen, es gelte p = (p,0) und q = (q,0). Genau wie im Beweis von [CK02,
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Lemma 6.4] folgt aus der Kokompaktheit der Wirkungen von Zv auf Ev und
∆v aufY ′v die Existenz von KonstantenC und D, so daß
dH(Φv({p}×Ev),{q}×E′v) ⩽C(4.4.2)
und mit Λ = {γ ∈CΓ(Zv) ∣ dEv (γE.0,0) ⩽D}
dH(Λ.(p,0),Y v ×{0}) ⩽C(4.4.3)
gilt.
Es bezeichnen Iv ∶ Ev ≅ Zv ⊗Z R → R
n und I ′v ∶ E
′
v ≅ Zv ⊗Z R → R
n die
Koordinatenabbildungen bezüglich der in Abschnitt 3.4 zur Definition der
verallgemeinerten geometrischen Daten gewählten Basis ζ1, . . . ,ζn und es sei
φEv = I ′−1v ○Iv . Ist dann γ = (γ ,γE) ∈CΓ(Zv), so gilt für jedes x ∈Ev
φEv (γE.x) = I ′−1v (Iv(γE.x))
= I ′−1v (Iv(x)+Tv(γ))
= I ′−1v (Iv(x)+T′v(γ))
= γE.φEv (x)
und φEv ist CΓ(Zv)-äquivariant. Aus (4.4.2) folgt dann, daß φEv und die
Einschränkung von Φv auf eine Ev -Faser endlichen Hausdorffabstand haben.
Es bezeichne S ⊂Y v einen Fundamentalbereich der Wirkung von CΓ(Zv)/Zv
aufY v . Für jedes s ∈ S existiert dann ein σ ∈Λ, so daß dX (σ .p,(s,0)) ⩽C gilt
und mit φ v(s) = σ .q folgt
dX ′(σ .Φv(p),(φ v(s),0)) =
√
dY ′v (σ .q,φ(s))2 +dE′v(σE.0,0)2
= ∥σE.0∥′
⩽ ∥φEv ∥op ∥σE.0∥
=D ∥φEv ∥op
Damit folgt aus (4.4.3), daß die CΓ(Zv)/Zv -äquivariante Fortsetzung von
φv eine Quasiisometrie von Y v nach Y ′v ist Φv und φ v × φE in endlichem
Hausdorffabstand zueinander liegen.
Da G endlich ist, können die Konstanten in dem vorangegangenen Lemma
unabhängig von der Wahl der Ecke konstruiert werden.
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Wir verändern nun die Metrik auf T wie folgt: Für jedes i und die den Kanten
ei und ei+1 gemeinsame Ecke v betrachten wir die Zerlegung
Wi ∪Si ∪Wi+1 ≅ (E∪0=0 [0, li]∪li=0E)×(Zv ⊗ZR) ,
wobei Zv⊗ZR die in Abschnitt 3.4 definierteMetrik < . , .> trägt. Ersetzen wir
diese durch < . , .>′, also die vermöge der Zv -Wirkung aufX ′ induzierteMetrik
von Zv ⊗ZR, so folgt aus Lemma 4.4.1, daß die Einschränkung von Φ○φ auf
den euklidischen Faktor von Wi ∪Si ∪Wi+1 in endlichem Hausdorffabstand
zu einer Isometrie liegt. Die Metrik auf dem ersten Faktor skalieren wir
mit λ(v). Wie im Beweis von [CK02, Lemma 6.2] läßt sich zeigen, daß die
den Schablonenraum T definierenden Identifikationen auch bezüglich dieser
neuen Metrik gelten.
Die Ungleichungen (4.3.1) und (4.3.2) der Definition einer Schablone sind dann
offensichtlich erfüllt. Des weiteren verwenden wir [CK02, Lemma 2.9]: Es
existiert eine KonstanteD, so daß für alle p,q ∈Y v eine aufY v hyperbolische
Isometrie γ ∈ CΓ(Zv)/Zv existiert, deren Achse Y v im Abstand höchstens
D zu p und q verläuft und für die dY v(γ .p,q) ⩽D gilt. Damit folgen die
Abschätzungen (4.3.3) und (4.3.4) für Φ ○ φ aus der Äquivarianz von φv aus
Lemma 4.4.1.
4.5 DER FALL N=2
Eine Wirkung Γ ↷ X nennen CROKE und KLEINER in [CK02] zulässig,
wenn die Wirkung zulässig von Rang 2 im Sinne der Definition 3.1.1 ist und
darüberhinaus folgende Bedingungen erfüllt sind:
(i) Alle Kantengruppen sind frei abelsch17 von Rang 2, es gilt also Ze = Γe
für jede Kante e.
(ii) Für jede Ecke v von T ist Zv genau17 das Zentrum von Γv .
Für eine in diesem Sinne zulässige Wirkung definieren die Autoren als
zweites geometrisches Datum die Abbildung τv ∶ Γv → R, welche jedem
γ ∈ Γv die bezüglich der Wahl eines Erzeugers von Zv mit Vorzeichen
17Dies bedeutet keine echte Einschränkung, da in unserem Fall für jede Ecke oder Kante a der
Zentralisator von Za zumindest endlichen Index in Γa hat und damit genügend Geometrie
auf den Ecken- und Kantenräumen schon von den Zentralisatoren bestimmt wird.
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versehene Translationslänge von γ auf dem eindimensionalen rellen Faktor
von MinX (Zv) ≅Y v ×Ev zuordnet.
Die geometrischen Daten zweier in diesem Sinne zulässiger Wirkungen
Γ ↷ X und Γ ↷ X ′ heißen in [CK02, Definition 3.9, S. 499] äquivalent,
wenn für jede Ecke v von T positive Skalare λ(v) und µ(v) existieren mit
MLS′v(.) = λ(v)MLSv(.) und τ ′v(.) = µ(v)τ ′v(.). Dies stimmt in diesem Falle
mit unserer Definition überein, denn bezeichnet ζv den Erzeuger von Zv und
gilt T′v(γ) =Tv(γ) = g, so folgt τ ′v(γ) = g ∥ζv∥′ = ∥ζv∥′∥ζv∥τv(γ) für alle γ ∈ Γv .
CROKE und KLEINER zeigen, daß die Wirkung der Gruppe Γ auf dem
virtuellen Rand ∂∞X bis auf einen eindeutig bestimmten äquivarian-
ten Homöomorphismus durch ihre geometrischen Daten festgelegt ist.
Genauer gilt:
THEOREM [CK02, Theorem 1.3, S. 484] Es sei Γ die Fundamentalgruppe
eines zulässigen Graphen von Gruppen Γ
G
(_) und wirke eigentlich diskon-
tinuierlich und kokompakt durch Isometrien auf einem lokal kompakten
Hadamardraum X.
Dann sind für jede Ecke v des Bass-Serre Baumes von ΓG (_) die
geometrischen Daten MLSv und τv bis auf positive Vielfache λv und µv
durch die Homöomorphieklasse derWirkung von Γ auf dem virtuellenRand
von X bestimmt und bestimmen diese eindeutig.
Ist Γ ↷ X ′ eine weitere solche Wirkung, so sind die folgenden Aussagen
äquivalent:
(i) Die geometrischen Daten der Wirkungen Γ ↷ X und Γ ↷ X ′ sind
äquivalent.
(ii) Jede Γ-äquivariante Quasiisometrie von X nach X ′ besitzt eine
kanonische Fortsetzung von X ∪∂∞X nach X ′∪∂∞X ′.
(iii) Die Wirkungen Γ ↷ ∂∞X und Γ ↷ ∂∞X ′ sind in eindeutiger Weise
Γ-äquivariant homöomorph.
(iv) Ist Φ eine Γ-äquivariante Quasiisometrie von X nach X ′, dann exi-
stiert eine reellwertige Funktion θ , die im Unendlichen verschwindet,
und für jeden geodätischen Strahl c in X ein geodätischer Strahl c′ in
X ′, so daß für alle R ∈R⩾0 gilt:
dX ′(Φ○c(R),c′(R)) ⩽ (1+R)θ(R)
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Existiert sogar ein λ > 0 mit MLS′ = λMLS und τ ′ = λτ , so ist der nach
(iii) eindeutig bestimmte Γ-äquivariante Homöomorphismus zwischen den
virtuellen Rändern eine Isometrie bezüglich der Tits-Metrik.
Wir werden im folgenden skizzieren, wie aus der Äquivalenz der geometri-
schen Daten zweier zulässiger Wirkungen von Rang 2 die Fortsetzbarkeit
einer äquivarianten Quasiisometrie folgt. Dies wird Aufschluß darüber geben,
woran eine Verallgemeinerung dieser Aussage auf zulässige Wirkungen von
Rang ⩾ 3 scheitert und worauf unser im Kapitel 6 vorgestelltes Gegenbeispiel
beruht.
Von zentraler Bedeutung für den Beweis dieser Implikation ist das nach-
folgend zitierte Theorem aus [CK02], welches für äquivalente geometrische
Daten die Existenz einer Funktion θ wie in (iv) sichert. Es beschreibt unter
anderem, wie geodätische Strahlen und Segmente des Raumes X in einer
Schablone zu ihrer Route modelliert sind. Wir geben hier nur die für die
weitere Diskussion benötigten ersten beiden Abschätzungen wieder.
THEOREM [CK02, Theorem 5.1, S. 513] Es existiert eine Funktion
θ ∶ R⩾0 → R⩾0 mit limR→∞θ(R) = 0, welche nur von der Geometrie von X
und einer Konstanten K abhängt, so daß für jede K-Schablone (T ,φ) zu
einem geodätischen Strahl oder Segment τ von T und für alle p,q ∈ T , o ∈ pq
und z ∈ φ(p)φ(q) gilt:
dX (φ(o),φ(p)φ(q)) ⩽ (1+dT (p,o))θ (dT (p,o))(4.5.1)
dX (z,φ(pq)) ⩽ (1+dX (φ(p),z))θ (dX (φ(p),z))(4.5.2)
Zur Konstruktion von θ für die erste Ungleichung wird gezeigt, daß eine
Konstante C und eine Abbildung C′ ∶ R0 → R0 existieren, so daß für jedes
ψ > 0 und alle p,q ∈ T und o ∈ pq gilt:
(4.5.3) dX (φ(o),φ(p)φ(q)) ⩽CψdT (p,o)+C′(ψ)
Für ψ(R) =min{ψ ∣C′(ψ) <√R} ist dann mit
θ(R) = Cψ(R)+C′(ψ(R))
1+R
die Ungleichung (4.5.1) nach (4.5.3) erfüllt und es gilt limR→∞θ(R) = 0.
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Die Existenz vonC undC′ wird in zwei Schritten bewiesen:
Zunächst werden Punkte o ∈ pq betrachtet, welche nahe einer hohen Anzahl
vonWänden der Schablone T liegen, sogenannteψ-cluster-Punkte: Schneidet
das geodätische Segment pq ∩ BψdT (p,o)(o) aufeinanderfolgende Wände
W j , . . . ,W j+k, so schneidet auch ein Ball vom RadiusC1ψdT (p,o) um φ(o) die
Folge der zugehörigen Kantenräume Xe j , . . . ,Xe j+k . Ist dabei die Anzahl k+1
derWände größer als eine KonstanteN , so gilt in einer solchen Konfiguration
von Kantenräumen ein Analogon zu [CK02, Lemma 2.9]; letzteres besagt,
daß in einem hyperbolischen Raum jedes geodätische Segment zwischen
zwei nichtasymptotischen18 Geodätischen die Randpunkte eines Segmentes
minimaler Länge zwischen ihnen in uniformemAbstand passiert. Hier gilt, daß
falls C1ψdT (p,o) hinreichend groß ist, jedes in Xe j beginnende und in Xe j+k
endende geodätische Segment einen Ball vom Radius C2ψdT (p,o) um φ(o)
schneidet; insbesondere passiert das geodätische Segment φ(p)φ(q), welches
die Kantenräume Xe j , . . . ,Xe j+k durchläuft, den Punkt φ(o) im Abstand
höchstensC3ψdT (p,o)+C′3(ψ).
Ein Analogon dazu läßt sich sogar im Falle einer zulässigen Wirkung von
Rang n ⩾ 3, also für höherdimensionale Schablonen, beweisen. So gilt etwa
für n = 3 die obige Aussage, falls der Ball um φ(o) eine Mindestanzahl von
Kantenräumen zu Kanten ek j von T schneidet, für welche Z∂−ek j∩Z∂+ek j und
Z∂−ek j+1∩Z∂+ek j+1 inkommensurabel sind.
Im zweiten Schritt betrachten CROKE und KLEINER die Partition von
pq in maximale Teilsegmente piqi , innerhalb derer für jeden Punkt
o der Ball BψdT (p,o)(o) höchstens N Wände schneidet. Ein solches
Teilsegment der Länge L durchläuft dann höchstens C4 log(1 + L) Wände.
An dieser Stelle ist es von entscheidender Bedeutung, daß die Einschrän-
kung der Schablonenabbildung φ auf ein Teilstück Wi ∪ Si ∪Wi+1 eine(1,K)-Quasiisometrie ist, also Lipschitzkonstante 1 hat. Damit verschlechtert
sich die Lipschitzkonstante von φ entlang solcher Teilsegmente lediglich
logarithmisch in deren Länge. Aus [CK02, Proposition 5.7] folgt damit, daß
es einen Punkt w ∈ φ(pi)φ(qi) gibt, für den dX (φ(o),w) ⩽ψdT (p,o)+C′5(ψ)
gilt. Da für die Randpunkte pi und qi des geodätischen Teilsegmentes bereits
eine sublineare Abschätzung gilt, folgt dann aus der Konvexität der Metrik,
daß man KonstantenC undC′(ψ)wählen kann, für welche (4.5.3) erfüllt ist.
18 In dem Sinne, daß die vier von ihnen definierten Punkte des virtuellen Randes paarweise
verschieden sind.
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CAVEAT LECTOR
Im Falle einer zulässigen Wirkung von Rang n ⩾ 3 haben wir für solche
maximalen Teilsegmente keine Schranke für die Anzahl der von ihnen
durchlaufenen Kantenräume: Zwischen zwei Kanten ek j und ek j+1 , für
welche Z∂−ek j∩Z∂+ek j und Z∂−ek j+1∩Z∂+ek j+1 inkommensurabel sind, können
beliebig viele Kanten ei mit k j ⩽ i < k j+1 liegen, für die alle Z∂−ei∩Z∂+ei
kommensurabel19 sind. Wie an dem im letzten Kapitel dieser Arbeit
diskutierten Gegenbeispiel deutlich wird, scheitert eine Verallgemeinerung
von [CK02, Theorem 5.1] genau daran; siehe insbesondere den Paragraphen
„REDUKTION“ in Abschnitt 6.2 und Abschnitt 6.3.
Die Fortsetzbarkeit einer äquivarianten Quasiisometrie ergibt sich nun aus
[CK02, Theorem 5.1] wie folgt:
Sind x,y ∈X und τ = (e1, . . . ,en) ein geodätisches Segment in T mit x ∈Xe1
und y ∈ Xen , so entspricht xy nach (4.5.1) bis auf sublinearen Fehler
einem geodätischen Segment in einer K-Schablone (T ,φ) zu τ . Wenn
die geometrischen Daten der zulässigen Wirkungen von Γ auf X und
X ′ übereinstimmen, ist (T ,Φ○φ) eine K ′-Schablone zu τ für geodätische
Segmente in X ′, wobei K ′ nur von K und den Quasiisometriekonstanten von
Φ abhängt. Nach nochmaligem Anwenden von [CK02, Theorem 5.1], nämlich
Abschätzung (4.5.2), sind dann die Voraussetzungen des folgenden Lemmas
erfüllt undΦ besitzt eine stetige Fortsetzung auf den virtuellen Rand vonX .
LEMMA [CK02, Lemma 2.5, S. 488] Es seien X und X ′ lokal kompakte
Hadamardräume, x ∈X und Φ ∶ X →X ′ eine quasiisometrische Einbettung.
Des weiteren existiere eine Funktion θ ∶ R⩾0 →R⩾0 mit limR→∞θ(R) = 0, so
daß für jedes y ∈X und alle z ∈ xy gilt:
dX ′(Φ(z),Φ(x)Φ(y)) ⩽ (1+dX (x,z))θ (dX (x,z))
Dann besitzt Φ eine eindeutige Fortsetzung Φ ∶X ∪∂∞X →X ′∪∂∞X ′, die in
jedem x ∈ ∂∞X stetig ist und deren Einschränkung auf den virtuellen Rand
von X eine topologische Einbettung ist.
19 Ist die Wirkung von Rang 3, so gilt dies für einen Kantenpfad in dem im ersten Abschnitt
des folgenden Kapitels definierten Teilbaum Tˇ (ek j ).
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5 REKONSTRUKTION VON VERALLGEMEINERTEN
GEOMETRISCHEN DATEN
Bevor wir im letzten Kapitel dieser Arbeit an einem Beispiel zeigen, daß
die Äquivalenz der verallgemeinerten geometrischen Daten zweier zulässiger
Wirkungen von Rang ⩾ 3 keine hinreichende Bedingung für die Fortsetzbarkeit
einer Quasiisometrie ist, werden wir im folgenden die Umkehrung diskutieren.
CROKE und KLEINER zeigen für eine zulässige Wirkung Γ ↷ X von Rang
2, daß die Äquivalenzklasse der geometrischen Daten eindeutig durch den
Homöomorphietyp des virtuellen Randes bestimmt ist; insbesondere folgt
damit, daß falls Γ ↷ X ′ eine weitere solche Wirkung ist und sich eine
äquivariante Quasiisometrie vonX nachX ′ stetig auf den virtuellen Rand von
X fortsetzen läßt, die geometrischen Daten der beidenWirkungen äquivalent
sind.Wir zeigen, daß falls sich eine bezüglich zweier zulässigerWirkungen von
Rang 3 äquivariante Quasiisometrie stetig auf den virtuellen Rand fortsetzen
läßt, die verallgemeinerten geometrischen Daten der Wirkungen weitgehend
übereinstimmen.
Im folgenden sei Γ↷X eine zulässigeWirkung von Rang 3, d.h. die Gruppe Γ
wirke eigentlich diskontinuierlich und kokompakt durch Isometrien aufX und
es gebe einen Γ-Baum T mit mindestens einer Kante, welcher die folgenden
Bedingungen erfüllt:
(i) Jede Isotropiegruppe Γv einer Ecke ist eine Erweiterung einer
nichtelementar hyperbolischen Gruppe ∆v durch eine frei abelsche
Gruppe Zv < Γv von Rang 2.
(ii) Jede Isotropiegruppe Γe einer Kante ist eine endliche Erweiterung einer
frei abelschen Gruppe Ze von Rang 3 und die Isotropiegruppen zweier
zu einer gemeinsamen Ecke inzidenten Kanten sind inkommensurabel.
(iii) Für jede Kante e hat Z∂−eZ∂+e endlichen Index20 in Ze.
(iv) Die Familien {Zv}v∈VT und {Ze}e∈ET sind Γ-äquivariant.
20Dies ist äquivalent dazu, daß CommΓ(Zv) = Γv für alle v ∈ V .
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5.1 REDUKTION
Zunächst konstruieren wir eine Familie von Teilräumen vonX , welche jeweils
einen eindimensionalen reellen Faktor so abspalten, daß wir eine zulässige
Wirkung von Rang 2 auf dem nichteuklidischen zweiten Faktor erhalten. Auf
diese Wirkungen können wir später [CK02, Theorem 1.3] anwenden.
Mit Bedingung (iii) sind insbesondere für jede Kante e von T die
Untergruppen Z∂−e und Z∂+e von Ze inkommensurabel. Ihr Durchschnitt ist
also unendlich zyklisch. Wir setzen Z∩e =Z∂−e ∩Z∂+e .
PROPOSITION 5.1.1 Für jede Kante e∗ von T existiert eine unendlich
zyklische Untergruppe Z von Z∩e∗ , so daß die Wirkung von Γˇ =NΓ(Z)/Z auf
dem nichteuklidischen Faktor von MinX (Z) ≅ Xˇ ×E zulässig von Rang 2 ist
und ihr Bass-Serre Baum Tˇ ein Teilbaum von T ist.
BEWEIS: Der durch die Kantenmenge {e ∈ET ∣Z∩e ∼Z∩e∗} definierte Teilgraph
Tˇ ist ein Baum, welcher wenigstens die Kante e∗ enthält und auf dem
Γ∗ =CommΓ(Z∩e∗) mit endlichem Quotienten Gˇ = Tˇ/Γ∗ wirkt:
Ist e eine Kante in Tˇ und (v0e1v1 . . .vn−1envn) der minimale, reduzierte Weg
von e = e1 nach e∗ = en in T , so gilt für alle 1 < j < n
Z∩e∗ ∼ Z
∩
e ∩ Z
∩
e∗ < Γv0∩ Γvn < Γe j−1∩ Γe j ∩ Γe j+1∼ Zv j−1∩ Zv j = Z
∩
e j
.
Damit ist Tˇ zusammenhängend. Sind e ∈ ETˇ und γ ∈ Γ∗, so gilt
Z∩γ .e =
γZ∩e ∼
γZ∩e∗ ∼ Z
∩
e∗ , womit Tˇ invariant unter derWirkung von Γ∗ ist. Sind
e ∈ ETˇ und γ ∈ Γ mit γ .e ∈ ETˇ , so gilt Z∩e∗ ∼ Z∩γ .e = γZ∩e ∼ γZ∩e∗ , also γ ∈ Γ∗. Somit
ist die kanonische Abbildung Tˇ/Γ∗→T/Γ injektiv, d.h. der Quotient Tˇ/Γ∗ ist
endlich.
Es sei S ein zusammenhängender Fundamentalbereich21 der Γ∗-Wirkung auf
Tˇ . Dann ist Z =⋂e∈ES Z∩e ein zyklischer Normalteiler von Γ∗:
DaS endlich ist, sind Z und Z∩e∗ kommensurabel und Z ist unendlich zyklisch.
Wählen wir einen maximalen Teilbaum S0 in S , so ist nach Abschnitt 2.4
Σ = {τe ∣ e ∈ ES ∖ES0}∪⋃v∈VS Γ∗v
21Wir verstehen hier Fundamentalbereich im strikten Sinne; S wird i.A. also kein Teilgraph
von T sein.
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ein Erzeugendensystem22 von Γ∗ und es genügt zu zeigen, daß Σ ⊂ NΓ(Z)
gilt. Es bezeichne ξ einen Erzeuger von Z und es sei σ ∈ Σ. Dann sind
Z und σZ kommensurabel und es existieren k, l ∈ Z mit σ ξ l = ξ k. Da die
Translationslänge von ξ invariant unter Konjugation und positiv ist, gilt
l = ±k. Ist σ ∈ Γ∗v für eine Ecke v von S , so gilt σ ξ ∈ σZv = Zσ .v = Zv .
Falls σ = τe für ein e ∈ ES ∖ES0 gilt, so liegt die Ecke v = ∂+(τe.e) in S
und es folgt τeξ ∈ τeZ∩e =Z∩τe .e <Zv . In jedem Falle existiert also ein v ∈ V S
mit {ξ ,σ ξ} ⊂ Zv , so daß ξ und η = (σ ξ )ξ−1 kommutieren. Insbesondere ist
ηkξ k = (ηξ )k = σ ξ k = ξ±k, also ηk = 1, und da Zv frei abelsch ist, gilt schon
η = 1 und σZ =Z.
Die induzierte Wirkung von Γˇ =NΓ(Z)/Z auf dem nichteuklidischen23 Faktor
von MinX (Z) ≅ Xˇ ×E ist eigentlich diskontinuierlich und kokompakt; siehe
Abschnitt 1.3, insbesondere Lemma 1.3.1.
Nach dem oben Bewiesenen ist Z in der Isotropiegruppe eines jeden Simplex
von Tˇ enthalten. Somit wirkt Γˇ auf Tˇ , wobei Γˇa = (Γa∩NΓ(Z))/Z für eine
Ecke oder Kante a gilt. Es bleibt zu zeigen, daß die Bedingungen (i) bis (iv)
erfüllt sind:
Es sei v eine Ecke von Tˇ . Mit Z < Zv folgt aus Zv < CΓ(Zv) < CΓ(Z) ∼
NΓ(Z) = Γ∗ zum einen, daß Zv ein Normalteiler von Γ∗v ist und zum anderen,
daß Γ∗v endlichen Index in Γv hat. Ferner ist Zv/Z virtuell unendlich zyklisch
und wir finden darin eine charakteristische, unendlich zyklische Untergruppe
Zˇv von endlichem Index. Die induzierte Wirkung von ∆ˇv = Γˇv/Zˇv auf dem
hyperbolischen Raum Y v ist eigentlich diskontinuierlich und kokompakt,
denn ∆ˇv ist eine endliche Erweiterung von Γ
∗
v/Zv . DaY v mehr als zwei Enden
hat, ist ∆ˇv nichtelementar hyperbolisch und es gilt (i).
Mit dem gleichen Argument wie oben gilt Ze < Γ∗e und Γˇe enthält die virtuell
frei abelsche Rang 2 Untergruppe Ze/Z von endlichem Index. Also gilt (ii).
Die beiden Kommensurabilitätsbedingungen folgen sofort aus der Tatsache,
daß zwei Untergruppen in Γˇ genau dann kommensurabel sind, wenn ihre Lifts
es sind.
Die so definierte Familie von Untergruppen ist offensichtlich Γˇ-äquivariant.
22 Ein Element τe für e ∈ ES ∖ES0 wirkt dabei als Translation auf einer Geodätischen in T
durch e.
23 Xˇ enthält mitY ∂−e∗ einen konvexen, nichteuklidischen Teilraum.
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Für jede Kante e vonT erhalten wir so einen lokal kompaktenHadamardraum
Xˇ (e) und darauf eine zulässige Wirkung von Rang 2 einer Gruppe Γˇ(e) mit
Bass-Serre Baum Tˇ (e).
Die Konstruktion des Teilbaumes Tˇ im Beweis von Proposition 5.1.1 ist
offensichtlich unabhängig vom Rang der zulässigen Wirkung. Der Beweis,
daß CommΓ(Z) =NΓ(Z) gilt, läßt sich jedoch für höheren Rang nicht ohne
weiteres verallgemeinern. Die Familie der Tˇ (e) scheint allerdings eine24
Struktur eines simplizialen Γ-Komplexes zu tragen. Mit den Methoden aus
[Hae91] ermöglichte dies eine zu den Ecken- und Kantenräumen analoge
Zerlegung des Hadamardraumes entlang der Überlagerung eines Komplexes
von Gruppen.
5.2 STABILITÄT UNTER QUASIISOMETRIEN
Es seien Γ ↷ X und Γ ↷ X ′ zulässige Wirkungen von Rang 3 und Φ eine
Γ-äquivariante Quasiisometrie vonX nachX ′, welche zu einen äquivarianten
Homöomorphismus ∂∞Φ zwischen den virtuellen Rändern ∂∞X und ∂∞X ′
fortsetzbar sei.
Ist e eine Kante von T , so sind nach Proposition 5.1.1 die Wirkungen
Γˇ(e)↷ Xˇ (e) und Γˇ(e)↷ Xˇ ′(e) zulässig, also insbesondere kokompakt. Damit
sind auch Xˇ = Xˇ (e) und Xˇ ′ = Xˇ ′(e) äquivariant quasiisometrisch. Wir wollen
die Äquivalenz der verallgemeinerten geometrischen Daten der Wirkungen
Γ ↷ X und Γ ↷ X ′ herleiten, indem wir [CK02, Theorem 1.3] auf die
induzierten Wirkungen von Rang 2 anwenden. Dazu müssen wir zeigen, daß
sich jede solche Quasiisometrie zu einem äquivarianten Homöomorphismus
auf den virtuellen Rand fortsetzen läßt.
Es bezeichne Z = Z(e) die in Proposition 5.1.1 konstruierte unendlich
zyklische Untergruppe von Z∩e . Aus Korollar 1.3.3 folgt dann wie im Beweis
zu Lemma 4.4.1, daßΦ(MinX (Z)) undMinX ′(Z) endlichen Hausdorffabstand
haben. Insbesondere liegt damit das Bild von ∂∞MinX (Z) unter ∂∞Φ in
∂∞MinX ′(Z).
24Die natürliche Wirkung von Γ auf nerve{Tˇ (e)} ist nicht simplizial.
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Die Produktzerlegung MinX (Z) ≅ Xˇ ×E induziert einen Homöomorphis-
mus
(5.2.1) ∂∞MinX (Z) ≅ ∂∞(Xˇ ×E) ≅ ∂∞Xˇ ∗∂∞R ≅ ∂∞Xˇ ∗S0 = Σ∂∞Xˇ .
Somit ist der virtuelle Rand von MinX (Z) homöomorph zu der Einhängung
des virtuellen Randes von Xˇ . Entsprechendes gilt inX ′.
Da die reellen Fasern in MinX (Z) bzw. MinX ′(Z) genau die konvexen Hüllen
der Z-Bahnen sind und Φ äquivariant ist, liegt das Bild jeder E-Faser unter
Φ in uniform beschränktem Hausdorffabstand zu einer E-Faser. Bezüglich
des Homöomorphismus in (5.2.1) sind damit die Pole der Einhängung Σ∂∞Xˇ ′
genau die Bilder der Pole der Einhängung Σ∂∞Xˇ unter ∂∞Φ.
Im folgenden seien für ein x ∈ MinX (Z) die Koordinaten bezüglich der
Zerlegung MinX (Z) ≅ Xˇ × E mit (xˇ,tx) bezeichnet. Für Basispunkte
x0 ∈ MinX (Z) und y0 = Φ(x0) können wir ohne Einschränkung x0 = (xˇ0,0)
und y0 = (yˇ0,0) annehmen.
Es genügt, die Fortsetzbarkeit einer einzigen äquivarianten Quasiisometrie
zwischen Xˇ und Xˇ ′ zu zeigen, denn modulo Γˇ liegen je zwei solcher
Quasiisometrien in endlichen Hausdorffabstand zueinander.
LEMMA 5.2.2 Die Abbildung Φˇ = prXˇ ′ ○prMinX ′(Z) ○Φ∣Xˇ ist eine Γˇ-äquiva-
riante Quasiisometrie und induziert einen Γˇ-äquivarianten Homöomorphis-
mus von ∂∞Xˇ auf ∂∞Xˇ ′.
BEWEIS: Erfüllt Φ eine (L,A)-Lipschitzbedingung, so gilt dies auch für Φˇ,
denn jede Projektion hat Lipschitzkonstante 1. Da Z kokompakt auf den
E-Fasern wirkt, existiert eine Konstante C, so daß wir für jedes x ∈ Xˇ ×{0}
ein γx ∈Zmit dX ′ (Φˇ(xˇ),γx .Φ(x)) ⩽C finden. Damit gilt für alle x,y ∈ Xˇ ×{0}:
dXˇ ′ (Φˇ(xˇ),Φˇ(yˇ)) ⩾ dX ′ (γx .Φ(x),γy .Φ(y))−2C
= dX ′ (Φ(x),Φ(γ−1x γy .y))−2C
⩾ L−1dX (x,γ−1x γy .y)−A−2C
= L−1
√
dXˇ (xˇ, yˇ)2+ ∣γ−1x γy ∣2X −A−2C
⩾ L−1dXˇ (xˇ, yˇ)−A−2C
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Man sieht leicht ein, daß Φˇ(Xˇ ) quasidicht in Xˇ ′ ist. Die Γˇ-Äquivarianz folgt
unmittelbar aus der Γ-Äquivarianz von Φ.
Wir zeigen zunächst, daß Φˇ eine in ∂∞Xˇ stetige Fortsetzung auf Xˇ ∪ ∂∞Xˇ
besitzt:
Da ∂∞Φ nach Voraussetzung stetig in ∂∞Xˇ ist, genügt es zu zeigen, daß für
eine gegen ein y ∈ ∂∞Φ(∂∞Xˇ ) konvergente Folge yn = (yˇn,tn) in MinX ′(Z)
die Folge yˇn in Xˇ ′ gegen ein yˇ ∈ ∂∞Xˇ ′ konvergiert. Für eine solche Folge
ist dann für jedes R > 0 die Folge n ↦ yRn = prBR(y0)(yn) konvergent. Da
y kein Pol der Einhängung ist und für geeignete n(R) die Folge yRn(R) in
R ebenfalls gegen y konvergiert, können wir für jedes r > 0 also R > 0
und N so wählen, daß dXˇ ′(yˇ0,prXˇ ′(yRN+k)) > r für alle k gilt. Nun ist mit
dX ′(y0,yn) = √dXˇ ′(yˇ0, yˇn)2+∥tn∥′2 auch dXˇ ′(yˇ0, yˇn) eine unbeschränkte
Folge, also gilt für hinreichend großes N
pr
Br(yˇ0)
(yˇN+k) = prBr(yˇ0)(prXˇ ′(yRN+k))
für alle k. Da Projektionen auf konvexe Teilmengen Abstände nicht
vergrößern, ist damit yˇrn = prBr(yˇ0)
(yˇn) eine Cauchyfolge. Also konvergiert yˇn
in Xˇ gegen ein yˇ ∈ ∂∞Xˇ ′.
Bezeichnet c die Parametrisierung von y0y nach der Bogenlänge, so
ist cˇ = prXˇ ′ ○ c eine Parametrisierung des Strahles yˇ0yˇ mit konstanter
Geschwindigkeit
√
1−dX ′(Xˇ ′,c(1))2.
Es seien x1,x2 ∈ ∂∞Xˇ mit ∂∞Φˇ(x2) = ∂∞Φˇ(x1) = yˇ und cˇ die Bogenlängen-
parametrisierung von yˇ0yˇ ⊂ Xˇ ′. Dann existieren θ1,θ2 ∈ (−pi2 , pi2 ), so daß für
i ∈ {1,2} der geodätische Strahl ci ∶ t ↦ (cˇ(t cosθi),t sinθi) ein Repräsentant
von ∂∞Φ(xi) ist. Nach Wahl eines äquivarianten Quasiinversen zu Φ finden
wir dann Folgen xn in MinX (Z) und γn in Z, so daß limn→∞xn = x1 und
limn→∞ γn.xn = x2. Da x1,x2 ∈ ∂∞Xˇ und prXˇ (xn) = prXˇ (γn.xn) für alle n gilt,
folgt x1 = x2. Damit ist ∂∞Φˇ injektiv.
Ein ähnliches Argument zeigt, daß ∂∞Φˇ surjektiv und sein Inverses stetig ist.
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5.3 GEOMETRISCHE DATEN
Ist nun v eine beliebige Ecke von T , so folgt mit [CK02, Theorem 1.3]
aus Lemma 5.2.2, daß für eine zu v inzidente Kante e die geometrischen
Daten im Sinne von CROKE und KLEINER der Wirkungen Γˇ(e)↷ Xˇ (e) und
Γˇ(e)↷ Xˇ ′(e) äquivalent sind. Es existieren also für jede Ecke v in Tˇ positive
Konstanten λ(v) und µ(v) mit
ˇMLS′v = λ(v) ˇMLSv
und
τˇ ′v = µ(v)τˇv .
Es bezeichne Yˇv den nichteuklidischen Faktor von MinXˇ (Zˇv). Da Z = Z(e)
als Untergruppe von Zv zentralisiert wird, können wirY v als Unterraum von
Xˇ auffassen. Aus der Konstruktion der Wirkung Γˇ ↷ Xˇ folgt, daß es eine
Untergruppe Z˜v von endlichem Index in Zv gibt mit Z˜v/Z = Zˇv . Damit folgt
aus
Y v ×E
2 ≅MinX (Zv) ⊂MinXˇ (Zˇv)×E ≅ Yˇv ×E×E ,
daßY v in Yˇv enthalten ist.
Es sei γ ∈ Γv . Da CΓ(Zv) <NΓ(Z) und CΓ(Zv) endlichen Index in Γv hat, ist
Γv ∩NΓ(Z) von endlichem Index in Γv . Es existiert also ein k ∈ N, so daß
γˇk = γkZ ∈ Γˇv gilt. Bezeichnen dann γ und γˇ ′ die auf Y v bzw. Yˇv induzierten
Isometrien, so folgt:
MLSv(γ) = ∣γ ∣Y v = 1k ∣γk∣Y v =
1
k
∣γˇ ′k∣
Yˇv
=
1
k
ˇMLSv(γˇk)
Also ist die auf Γv definierte Abbildung MLSv schon eindeutig durch ˇMLSv
bestimmt. Damit sind die verallgemeinerten geometrischen Daten MLS und
MLS′ äquivalent.
Zudem stimmen für all jene Ecken v , welche im Durchschnitt zweier
verschiedener Teilbäume Tˇ (e1) und Tˇ (e2) liegen, die verallgemeinerten
geometrischen Daten Tv und T′v überein:
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Es sei v eine Ecke von T und e1,e2 zu ihr inzidente Kanten, so daß Z
∩
e1
und
Z∩e2 inkommensurabel
25 sind.
Wenden wir dann Proposition 5.1.1 auf die Kanten e1 und e2 an, so
erhalten wir für jedes i ∈ {1,2} eine unendlich zyklische Untergruppe
Zi <Z∩ei , so daß die induzierte Wirkung des Quotienten Γˇi =NΓ(Zi)/Zi auf
dem nichteuklidischen Faktor Xˇi von MinX (Zi) zulässig ist. Es bezeichne
Zˇv,i die im Beweis von Proposition 5.1.1 konstruierte unendlich zyklische
Untergruppe von Zv/Zi ; dies ist genau der unendlich zyklische Normalteiler
des Stabilisators von v in Γˇi , welcher die Bedingung (i) in Bemerkung 3.1.2
erfüllt. Da CΓ(Zv) eine Untergruppe von NΓ(Zi) ∩ Γv ist, entspricht das
zweite geometrische Datum im Sinne von [CK02] für jedes i ∈ {1,2} nach
Wahl eines Erzeugers von Zˇv,i einer Zi-invariante Abbildung τi von CΓ(Zv)
nachR.
Wie in Abschnitt 3.4 fassen wir den zweidimensionalen euklidischen Faktor
Ev von MinX (Zv) als reellen Vektorraum Zv ⊗ZR auf und versehen diesen
mit der durch die quadratische Form Zv → R , ζ ↦ ∣ζ ∣2X induzierten Metrik
< . , . >. Wählen wir dann Erzeuger ξ1 und ξ2 von Z1 resp. Z2, so sind diese
linear unabhängig, denn Z1 und Z2 sind inkommensurabel. Für i ∈ {1,2}
bezeichne wi ∈ Ev einen zu ξi orthogonalen Einheitsvektor, so daß für einen
Lift ζi des zur Definition von τi gewählten Erzeugers von Zˇv,i die Basen(wi ,ξi) und (ζi ,ξi) gleichorientiert sind. Damit können wir τi als lineares
Funktional von Ev auffassen und es gilt τi(γ) =< γE,wi > für jedes γ ∈CΓ(Zv),
wobei γE hier den Translationsvektor von γ in Ev bezeichne. Insbesondere
folgt dann τi(ξi) = 0 und τi(ξ j) ≠ 0 für j ≠ i, denn ξ1 und ξ2 sind linear
unabhängig.
Die obige Diskussion gilt analog für X ′ und die im folgenden mit einem ′
versehenen Bezeichnungen mögen darauf bezogen sein.
Da nach Lemma 5.2.2 die virtuellen Ränder von Xˇ1 und Xˇ ′1 sowie Xˇ2 und Xˇ
′
2
äquivariant homöomorph sind, gibt es nach [CK02, Theorem 1.3] für jedes
i ∈ {1,2} eine positive Konstante µi mit τ ′i = µiτi . Für γ ∈CΓ(Zv) seien (h1,h2)
25 Existierte keine solche Ecke, so gäbe es eine unendlich zyklische Untergruppe Z in Γ, deren
Zentralisator von endlichem Index in Γ ist, und der Hausdorffabstand zwischen X und
MinX (Z) ≅ Xˇ ×E wäre endlich.
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und (h′1,h′2) die Koordinaten der Translationsvektoren γE resp. γ ′E bezüglich
der Basis {ξ1,ξ2}. Dann gilt für i, j ∈ {1,2} mit i ≠ j
τi(γ) =< h1ξ1+h2ξ2,wi >= h jτi(ξ j ) ,
sowie
τ ′i (γ) =< h′1ξ1+h′2ξ2,w′i >= h′jτ ′i(ξ j ) ,
und mit
h′jτ
′
i(ξ j) = τ ′i(γ) = µiτi(γ) = µih jτi(ξ j) = h jτ ′i (ξ j)
folgt h′j = h j , denn τ
′
i(ξ j) = µiτi(ξ j ) ≠ 0. Nach einem eventuellen Wechsel26
der Basis von Ev gilt also Tv(γ) = (h1,h2) = (h′1,h′2) =T′v(γ).
Damit stimmen die verallgemeinerten Daten T( .) und T
′
( .) in jeder solchen
Ecke überein.
26Das Übereinstimmen der verallgemeinerten Daten T und T′ hängt nicht von der Wahl der
Erzeuger von Zv oder einer Basis von Ev ab.
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6 EIN GEGENBEISPIEL
In diesem letzten Kapitel der Arbeit konstruieren wir ein Paar von
zulässigen Wirkungen von Rang 3 einer Gruppe auf lokal kompakten
Hadamardräumen mit äquivalenten verallgemeinerten geometrischen Daten
und eine äquivariante Quasiisometrie, welche keine stetige Fortsetzung auf
den virtuellen Rand besitzt.
Dieses Gegenbeispiel entstand aus den Überlegungen, das im Abschnitt
4.5 diskutierte Stabilitätsresultat aus [CK02] für zulässige Wirkungen von
Rang ⩾ 3 zu verallgemeinern. Der Beweis von CROKE und KLEINER beruht
wesentlich auf der Tatsache, daß für eine zulässige Wirkung von Rang 2 ein
geodätisches Segment des Hadamardraumes bis auf uniform27 sublinearen
Fehler genau dem quasiisometrischen Bild eines geodätischen Segmentes der
Schablone zu seiner Route entspricht.
Dies zu verallgemeinern scheitert an dem folgenden Effekt: Durchläuft
in dem verallgemeinerten Fall ein geodätischer Strahl eine Folge von
Ecken- und Kantenräumen, welche einen gemeinsamen euklidischen Faktor
abspalten, so zerfällt auch die zugehörige Schablone in das Produkt eines
euklidischen Faktors und einer Schablone von geringerer Dimension. Dann
mögen zwar die nach der Bogenlänge reparametrisierten Projektionen seiner
Teilsegmente auf den nichteuklidischen Faktor bis auf sublinearen Fehler
geodätischen Segmenten in der niedrig dimensionalen Schablone entsprechen,
die Divergenz der geodätischen Segmente im Produktraum kann aber
dennoch proportional zur Laufzeit wachsen. In einem Amalgam zweier
solcher Produkte können wir dann Teilsegmente solcher Strahlen derart zu
geodätischen Segmenten zusammenfügen, daß keine mit [CK02, Lemma 2.5]
vergleichbare sublineare Abschätzung erfüllt sein kann.
Wir entwerfen zunächst eine Familie untereinander homotopieäquivalenter
kompakter metrischer RäumeYε nichtpositiver Krümmung, deren universelle
27 In dem Sinne, daß die Funktion θ in [CK02, Theorem 5.1] nur von der Konstante K der
Schablone abhängt.
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Überlagerungen Xε = Ỹε uns später als Gegenbeispiel dienen werden.
Der zweite Abschnitt behandelt die geometrischen Eigenschaften der
Decktransformationswirkungen pi1(Yε) ↷ Xε , deren Zulässigkeit wir in
Proposition 6.2.2 nachweisen und von denen wir in Proposition 6.2.3 zeigen,
daß ihre verallgemeinerten geometrischen Daten alle äquivalent sind. In
dem darauffolgenden Abschnitt konstruieren wir in einem Paar X0 und Xδ
der universellen Überlagerungen jeweils eine Folge spezieller geodätischer
Segmente, welche dann im letzten Abschnitt in Proposition 6.4.1 belegen, daß
eine äquivariante Quasiisometrie Φδ ∶ X0 →Xδ keine stetige Fortsetzung auf
den virtuellen Rand besitzt.
6.1 KONSTRUKTION
Die im folgenden definierten Räume stellen eine milde Verallgemeinerung der
in Abschnitt 3.2 als Beispiel vorgestellten Toruskomplexe dar.
Topologisch ist die Konstruktion recht einfach zu beschreiben: Wir beginnen
mit einer endlichen Familie von 3-Tori. In jedem dieser Tori wählen wir
ein Paar inkompressibler, nichthomotoper 2-Tori und Homöomorphismen
zwischen jeweils zweien solcher 2-Tori, welche in verschiedenen 3-Tori
liegen. Wir erhalten dann einen zusammenhängenden Raum, indem wir die
3-Tori entlang der Abbildungszylinder der Homöomorphismen miteinander
verkleben.
Um eine solche Konstruktion auch geometrisch leicht verständlich zu
gestalten, müssen wir bei der Wahl der Tori und der Abbildungszylinder ein
wenig Sorgfalt walten lassen:
Für ε ⩾ 0 und i ∈ {0, . . . ,3} seien εi = ε für i ∈ {2,3} und εi = ε× = 0 für
i ∈ {0,1}, sowie E× ≅ E±i ≅T3 × [0,εi] neun, eventuell aufgedickte, flache Tori
mit Koordinaten (r,s,t ;u), wobei
(r,s,t ;u)±i = (r + 1√2k,s+
1√
2
l ,t +
√
2m;u)±i falls i ∈ {2,3} ,
(r,s,t ;0)±i = (r +k,s+ l ,t +√2m;0)±i falls i ∈ {0,1} ,
und
(r,s,t ;0)× = (r +√2k,s+√2l ,t +√2m;0)×
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für alle (k, l ,m) ∈ Z3 gelte. Diese Stücke werden nun entlang von zehn
Zylindern C±× ≅C
±
i ≅ T
2 × [0,1], jeweils von entsprechendem28 Durchmesser,
mit Koordinaten (r,s,u)±× und (r,s,u)±i wie folgt verklebt:
(s,−s,t ;0)±0 ∼ (s,t ;0)±0 (s,t ;1)±0 ∼ (s,−s,t ;0)±1(s,0,t ;0)±1 ∼ (s,t ;0)±1 (s,t ;1)±1 ∼ (s,s,t ;0)±2(0,s,t ;ε)±2 ∼ (s,t ;0)±2 (s,t ;1)±2 ∼ (0,s,t ;ε)±3(s,s,t ;0)±3 ∼ (s,t ;0)±3 (s,t ;1)±3 ∼ (s,0,t ;0)±0(6.1.1)
(s,−s,t ;0)−0 ∼ (s,t ;0)−× (s,t ;1)−× ∼ (s,0,t ;0)×(s,t ,0;0)× ∼ (s,t ;0)+× (s,t ;1)+× ∼ (−s,s,t ;0)+0
Es seiYε der Quotient der disjunkten Vereinigung der Tori und Zylinder nach
der durch die eben definierten Relationen erzeugten Äquivalenzrelation:
Yε = (E×⊍C±× ⊍ ⊍0⩽i⩽3(E±i ⊍C±i ))/∼
Versehen mit der von den euklidischen Teilräumen induzierten Längenmetrik
dYε , wirdYε als Amalgamflacher Räume entlang konvexer Teilräume zu einem
zusammenhängenden, vollständigen, lokal kompakten, geodätischen Raum
nichtpositiver Krümmung.
Es bezeichnen α±i , β±i und γ±i , sowie α×, γ+× und γ−× die Schleifen entlang
der Koordinatenlinien des jeweiligen 3-Torus, also Repräsentanten der
kanonischen Erzeuger seiner Fundamentalgruppe. Damit entsprechen die
Identifikationen (6.1.1) den folgenden Relationen:
α±0 β±0 −1∼ α±1 β±1 −1, α±1 ∼ α±2 β±2 , β±2 ∼ β±3 , α±3 β±3 ∼ α±0
und
γ±i ∼ γ±i+1 für alle i ∈ {0,1,2,3} ,
sowie
α−0 β−0 −1∼ α× , γ−0 ∼ γ−×
und
α+0 β+0 −1∼ α× , γ+0 ∼ γ+× .
28 In dem Sinne, daß die im folgenden definierten Relationen mit den Z3-Wirkungen auf E×
und den E±i verträglich sind.
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Wie eben verwendet, verstehen wir die Indizes stets modulo 4. Des weiteren
unterscheiden wir nicht zwischen diesen Repräsentanten und den von ihnen
repräsentierten Elementen der Fundamentalgruppe.
Wir werden später, für ein positives δ , das Paar von Räumen Y0 und
Yδ miteinander vergleichen. Dabei werden wir in der Notation nicht
berücksichtigen, welchem jener beiden Räume ein Torus oder ein Zylinder
zugehörig ist. Dies wird aber im jeweiligen Kontext klar sein.
6.2 EIGENSCHAFTEN
Gegenstand unserer weiteren Diskussion werden die Decktransformations-
wirkungen der universellen Überlagerungen der im vorangegangenen Kapitel
angefertigten Räume sein.
Für jeden dieser Räume erhalten wir aus dem Satz von VAN KAMPEN
eine Graphenzerlegung der Fundamentalgruppe, von welcher wir zeigen,
daß sie zulässig von Rang 3 ist. Mittels der in Abschnitt 2.4 durch die
Graphenzerlegung gegebenen Präsentation der Fundamentalgruppe geben wir
eine einfache Beschreibung der Geometrie der universellen Überlagerung an.
Diese Zerlegung entspricht in etwa der in Abschnitt 4.1 konstruierten Familie
der Ecken- und Kantenräume und besteht für ε = 0 genau aus Schablonen.
Anschließend betrachten wir, analog zum Abschnitt 5.1, eine Familie
maximaler Teilräume, welche jeweils einen eindimensionalen euklidischen
Faktor so abspalten, daß eine zulässige Wirkung von Rang 2 auf dem
nichteuklidischen Faktor induziert wird. Die im lezten Abschnitt definierte
äquivariante Quasiisometrie ist mit diesen Zerlegungen verträglich, so daß
sich die im nächsten Abschnitt folgenden Berechnungen stark vereinfachen.
GRAPHENZERLEGUNG DER FUNDAMENTALGRUPPE
Um mit Hilfe des Satzes von VAN KAMPEN die Fundamentalgruppe von Yε
zu berechnen, betrachten wir eine Graphenzerlegung dieses Raumes: Es sei G
der Graph mit den acht Ecken
V ±0 =E
±
0 ∪∼C
±
0 ∪∼E
±
1 ∪∼C
±
× ∪∼E×
V ±i =E
±
i ∪∼C
±
i ∪∼E
±
i+1 für i ∈ {1,2,3}
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und neun Kanten
E× =V
−
0 ∩V
+
0
E±i =V
±
i−1∩V
±
i für i ∈ {1,2,3} .
Also hat G die folgende Gestalt:
V −1
V −2
V −3
V −1
V −2
V −3
V −0 V
+
0
E×
E−1
E−2
E−3
E−0 E+1
E+2
E+3
E+0
Offensichtlich sind sowohl der gesamte KomplexYε als auch jede seiner Ecken
jeweils homotopieäquivalent zu einem Toruskomplex29.
Der Satz von VAN KAMPEN besagt nun, daß pi1(Yε) isomorph zu der
Fundamentalgruppe des Graphen von Gruppen Γ
G
(_), welcher auf einer Ecke
V oder Kante E die topologische Fundamentalgruppe pi1(V ) resp. pi1(E)
trägt. Dabei sind die Kantenmorphismen jeweils die durch die Inklusionen
der Kanten T3 ≃ E ⊂V induzierten Monomorphismen pi1(E) ↪ pi1(V ). Die
Eckengruppen von Γ
G
(_) sind direkte Produkte von freien Gruppen mit frei
abelschen Gruppen und die Kantengruppen sind frei abelsch. Genauer gilt:
ΓG (V ±i ) = pi1(V ±i ) ≅F2×Z2
ΓG (V ±0 ) = pi1(V ±0 ) ≅F3×Z2
und
ΓG (E×) ≅ ΓG (E±i ) = pi1(E±i ) ≅Z3
Wir berechnen exemplarisch die Eckengruppe inV −0 . Nach dem Satz von VAN
29 Im Sinne des Beispiels aus Abschnitt 3.2.
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KAMPEN ist pi1(V −0 ) der Colimes des folgenden Diagrammes:
pi1(E−0 ) pi1(E−1 ) pi1(E×)
pi1(C−0 )
aaCCCCCCCC
=={{{{{{{{
pi1(C−×)
aaCCCCCCCC
=={{{{{{{{
Wir berechnen zunächst den Colimes der beiden linken Abbildungen, also den
Pushout der Inklusionen, welche gemäß (6.1.1) durch
Z
2 ≅ pi1(C−0 )Ð→ pi1(E−0 ) ≅Z3
(k, l)z→ (α−0 β−0 −1)k(γ−0 )l ←→ (k,−k, l)
und
Z
2 ≅ pi1(C−0 )Ð→ pi1(E−1 ) ≅Z3
(k, l)z→ (α−1 β−1 −1)k(γ−1 )l ←→ (k,−k, l) .
gegeben sind. Der Pushout ist dannF2×Z
2: Bezeichnen f0, f1, f2 die Erzeuger
der freien Gruppe F3, so induzieren die durch die Zuordnungen
α−0 z→ ( f0;(0,0)) β−0 z→ ( f0;(−1,0)) γ−0 z→ (∅;(0,1))
α−1 z→ ( f1;(0,0)) β−1 z→ ( f1;(−1,0)) γ−1 z→ (∅;(0,1))(6.2.1)
definiertenMorphismen von pi1(E−0 ) bzw. pi1(E−1 ) nachF2×Z2 ein Pushoutdia-
gramm; wobei zu zeigen bliebe, daß die Abbildungen auch über die Relationen
des Diagrammes faktorisieren und die universelle Eigenschaft erfüllt ist.
Ferner ist F3 ×Z
2 ein Pushout der durch die beiden rechten Inklusionen
induzierten Abbildungen
Z
2Ð→F2×Z
2
(k, l)z→ (∅;(k, l))
und
Z
2Ð→ pi1(E×) ≅Z3
(k, l)z→ αk×(γ−×)l ←→ (0,k, l) ,
vermöge des durch die Zuordnungen
f0z→ ( f0;(0,0)) f1z→ ( f1;(0,0)) (k, l)z→ (∅;(k, l))
α×z→ (∅;(1,0)) γ+× z→ ( f2;(0,0)) γ−× z→ (∅;(0,1))
gegebenen Pushoutdiagrammes. Damit ist pi1(V −0 ) isomorph zu F3×Z2.
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ZULÄSSIGKEIT UND GEOMETRISCHE DATEN
Es bezeichne pi ∶ Xε →Yε die universelle Überlagerung vonYε . Nach dem Satz
von HADAMARD-CARTAN ist Xε ein lokal kompakter Hadamardraum und
die Gruppe30 Γ = pi1(Yε)wirkt frei und kokompakt durch Isometrien aufXε .
PROPOSITION 6.2.2 Die Wirkung von Γ auf Xε ist zulässig von Rang 3.
BEWEIS: Da Γ isomorph zu der Fundamentalgruppe des Graphen von
Gruppen Γ
G
(_) ist, genügt es zu zeigen, daß dieser zulässig im Sinne der
Definition 3.1.1 ist.
Die vorangegangene Diskussion hat bereits gezeigt, daß die Ecken- und
Kantengruppen von der in Definition 3.1.1 (i) und (ii) geforderten Gestalt sind.
Das Zentrum einer Eckengruppe wird jeweils von der Fundamentalgruppe
desjenigen Zylinders31 erzeugt, dessen Ränder mit den in der Ecke
enthaltenen Tori identifiziert werden. Die Urbilder der Zentren zweier
benachbarten Eckengruppen erzeugen genau die zwischen ihnen liegende
Kantengruppe: So sind beispielsweise V −0 und V
−
1 die Ecken der Kante E
−
1 .
Aus (6.2.1) folgt
Z(V −0 ) = pi1(C−0 ) = ⟨(∅;(1,0)),(∅;(0,1))⟩ ≅ ⟨α−1 β−1 −1,γ−1 ⟩
und analoge Überlegungen zur Berechnung von pi1(V −1 ) zeigen
Z(V −1 ) = pi1(C−1 ) = ⟨( f1;(0,0)),(∅;(0,1))⟩ ≅ ⟨α−1 ,γ−1 ⟩ .
Somit wird die Kantengruppe
ΓG (E−1 ) = pi1(E−1 ) ≅ ⟨α−1 ,β−1 ,γ−1 ⟩
von Z(V −0 ) und Z(V −1 ) erzeugt. Mit den verbleibenden Eckenpaaren verfährt
man ähnlich und die Bedingung (iv) von Definition 3.1.1 ist erfüllt.
Wie man zum Beispiel an der durch (6.2.1) definierten Abbildung leicht sieht,
werden die Bilder der Kantengruppen Z3 ≅ pi1(E) jeweils von der durch
einen Zylinder erzeugten Gruppe Z2 ≅ pi1(C) < pi1(E) und einem Element
30Die Isomorphieklasse der Fundamentalgruppe vonYε ist natürlich unabhängig von ε .
31Die Ecken V −0 und V
+
0 enhalten zwar jeweils zwei Zylinder, deren Fundamentalgruppen in
pi1(V
±
0 ) aber übereinstimmen.
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des freien Faktors der Eckengruppe aufgespannt. Diese Erzeuger aus den
freien Faktoren sind für verschiedene Kanten nicht identisch, also sind die
Bilder der Kantengruppen nicht kommensurabel. Da in diesem Fall jedes
∆(V ±i ) = pi1(V −i )/pi1(C±i ) sogar frei ist, sieht man leicht ein, daß auch die
Kommensurabilitätsbedingungen der Definition 3.1.1 (iii) erfüllt sind.
PROPOSITION 6.2.3 Für jedes δ > 0 sind die verallgemeinerten geometrischen
Daten der Wirkungen von Γ auf X0 und Xδ äquivalent.
BEWEIS: Es bezeichne T den nach Bemerkung 3.1.3 bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmten Bass-Serre Baum zu Γ
G
(_). Ist dannV ±i eine Ecke von
G und v ein Lift von V ±i nach T , so ist für Zv , also den Lift des Zentrums
der Eckengruppe in die Isotropiegruppe Γv von v der konvexe Teilraum
MinXε(Zv) isometrisch zu der universellen Überlagerung von V ±i mit der
induzierten Längenmetrik. Der konvexe Teilraum V −2 ⊂Y0 wird durch die
Abbildung
x z→
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(r,s,t ;δ)−i falls x = (r,s,t ;0)−i ∈ E−i für i ∈ {2,3}
x falls x ∈C−2
in V −2 ⊂ Yδ eingebettet. Damit ist ihr Lift nach X0 von MinX0(Zv) in
MinXδ (Zv) eine Γv -äquivariante isometrische Einbettung und die verall-
gemeinerten geometrischen Daten der Γv -Wirkung stimmen überein. Die
Argumentation in den übrigen Fällen geht analog.
GEOMETRISCHE ZERLEGUNG
Wir fassen G als einen in dem Bass-Serre Baum T zu Γ
G
(_) enthaltenen
Fundamentalbereich der Wirkung von Γ auf. Für eine Ecke V oder Kante
E von G verstehen wir dann, der in Abschnitt 2.4 beschriebenen Präsen-
tation von pi1(ΓG (_)) entsprechend, pi1(V ) = ΓG (V ) und pi1(E) = ΓG (E)
als Untergruppen von Γ ≅ pi1(ΓG (_)).
Nun ist Yε gerade so konstruiert, daß seine universelle Überlagerung Xε
genau aus der Vereinigung vonWänden32 We, e ∈ ET , den universellen Über-
lagerungen der Kanten, und Streifen S(e,e′), den universellen Überlagerungen
32Wie wir nach der Definition der Quasiisometrie sehen werden, ist die Notation nicht von
ungefähr an Abschnitt 4.3 angelehnt: Der Raum X0 besteht genau aus Schablonen für Xε .
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der Zylinder, besteht. Ist W eine Zusammenhangskomponente von pi−1(E)
für eine Kante E ⊂Yε oder S eine Zusammenhangskomponente von pi
−1(C)
für einen ZylinderC ⊂Yε , so sagen wirW bzw. S sei vom Typ E resp.C. Die
zwei Zusammenhangskomponenten des Randes eines Streifens liegen in genau
zwei Wänden, und zwar wie folgt:
Sind e und e′ Kanten inT mit einer gemeinsamenEcke v , so existieren γ ,γ ′ ∈Γ,
E ,E ′ ∈ E G und V ∈ V G mit e = γ .E , v = γ .V , e′ = γ ′.E ′ und γ ′γ−1 ∈ ΓV . Die
Gruppenelemente γ und γ ′ sind modulo Ze ∩Ze′ = Zv eindeutig bestimmt. Da
V eine zu den Kanten E und E ′ inzidente Ecke ist, grenzen E und E ′ an einen
ZylinderC ⊂V . In Xε gilt dann:
We =Wγ .E = γ .WE ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
E
3× [0,ε] fallsWe vom Typ E±2 oder vom Typ E±3 ist
E
3 sonst
und
S(e,e′) ≅E
2× [0,1]
Dabei gilt We = MinXε (Ze) und Ze ≅ Z3 wirkt durch Translationen
kokompakt auf dem E3-Faktor und trivial auf dem eventuell vorhandenen
Intervallfaktor von We. Diejenige Randkomponente von S(e,e′), welche die
Überlagerungsabbildung auf E ∩C abbildet, ist genau die konvexe Hülle einer
Bahn von Z2 ≅Zv <Ze inWe. Diesen affinen, zweidimensionalen Teilraum der
WandWe bezeichnen wir als den Saum L von S(e,e′) inWe.
Es seien e1, e2 und e3 aufeinanderfolgende Kanten von T , v1 und v2 die
zwischen ihnen liegenden Ecken und Si = S(ei ,ei+1) die an die Wand W =We2
grenzenden Streifen. Nach Proposition 6.2.2 sind Zv1 und Zv2 nicht
kommensurabel in Ze2 . Somit sind die konvexen Hüllen ihrer Bahnen, die
Säume L−W = S1∩W und L
+
W = S2∩W , nach eventueller Projektion auf den
E
3-Faktor in W nichtparallele affine Hyperräume. Diese schneiden sich also
in einer Geraden. Es bezeichnen L∩W =L
−
W ∩L
+
W , falls W ≅ E
3, und L∩±W die
Schnitte der entsprechend den Intervallfaktor entlang projizierten Säume;
etwa L∩−W ↪E
3×{0} und L∩+W ↪E3×{ε}, fallsW vom Typ E±2 oder vom Typ
E±3 ist.
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REDUKTION
Es bezeichne Y −ε den konvexen Teilraum V
−
0 ∪V
−
1 ∪V
−
2 ∪V
−
3 von Yε . Da
jeder in Y −ε enthaltene Torus oder Zylinder einen von γi bzw. γ−× erzeugten
S
1-Faktor enthält und diese durch die Relationen (6.1.1) parallel miteinander
identifiziert werden, zerfälltY −ε als metrisches Produkt Yˇ
−
ε ×S
1.
Analog zur Konstruktion von Yε ist Yˇ
−
ε ein Amalgam aus fünf, eventuell
aufgedickten, flachen 2-Tori Eˇ−i und Eˇ× entlang der Randkomponenten von
fünf Zylindern Cˇ−i und Cˇ
−
× .
Fassen wir Yˇ −ε als konvexen Teilraum in Yε auf, so definiert dies einen
Teilgraphen G − ⊂ G mit den vier Ecken
Vˇ −0 = Eˇ
−
0 ∪∼Cˇ
−
0 ∪∼ Eˇ
−
1 ∪∼Cˇ
−
× ∪∼ Eˇ×
Vˇ −i = Eˇ
−
i ∪∼Cˇ
−
i ∪∼ Eˇ
−
i+1
und vier Kanten33
Eˇ−i = Vˇ
−
i−1∩Vˇ
−
i .
Es bezeichne Γˇ
G −
(_) den dadurch definierten Graphen von Gruppen.
Für einen Lift e von E−1 nach T gilt
Z∩e =Z∂−e ∩Z∂+e = ⟨α−1 β−1 −1,γ−1 ⟩∩ ⟨α−1 ,γ−1 ⟩ = ⟨γ−1 ⟩ = ⟨γ−× ⟩
und man sieht leicht ein, daß der in Abschnitt 5.1 durch Proposition 5.1.1
definierte Teilbaum Tˇ (e) von T isomorph zu dem Bass-Serre Baum von
Γˇ
G −
(_) ist.
Die kanonischen Erzeuger der Fundamentalgruppen der 2-Tori bezeichnen
wir weiterhin mit α− und β−, versehen mit den entsprechenden Indizes.
Es sei Γˇ die Fundamentalgruppe und Xˇ −ε die universelle Überlagerung von Yˇ −ε .
Dann gilt
MinXε(γ−× ) ≅ Xˇ−ε ×E
und
Γˇ ≅ pi1 (ΓˇG −(_)) ≅CΓ(γ−×)/⟨γ−× ⟩ .
33Man beachte, daß Eˇ× keine Kante von G
− ist.
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Wir fassen Xˇ −ε im folgenden als einen konvexen Teilraum
34 von Xε auf.
Damit ist Xˇ −ε ein Hadamardraum auf welchem Γˇ in zulässiger Weise wirkt.
Für δ > 0 sind die geometrischen Daten der Wirkungen von Γˇ auf Xˇ −0 und Xˇ −δ
äquivalent.
Wie oben zerlegen wir Xˇ −ε in Wände
Wˇ ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
E
2× [0,ε]
E
2
und Streifen
Sˇ ≅E× [0,1] .
Es seien Lˇ−i und Lˇ
+
i die Säume zweier zu einer Wand Wˇi inzidenter Streifen
Sˇi−1 und Sˇi . Diese schneiden sich, nach eventueller Projektion entlang des
Intervallfaktors einer aufgedicktenWand, in einem Punkt oˇi , beziehungsweise
in Punkten oˇ−i ∈ Lˇ
−
i und oˇ
+
i ∈ Lˇ
+
i . Die Säume Lˇ
−
i sind Achsen zentraler
Elemente der Eckengruppen. Die in (6.1.1) durch die Schleifen entlang der
Koordinatenlinien der Zylinder definierten Erzeuger induzieren also eine
Orientierung auf den Säumen. Wir sagen, ein Punkt in einem Saum liege
oberhalb von oˇi , wenn er auf der gleichen Seite von oˇi liegt, wie dessen Bild
unter dem Erzeuger des Zentrums, und andernfalls, er liege unterhalb.
Analog definieren wirY +ε , Yˇ
+
ε , G
+ und Xˇ +ε . Dabei gilt Γˇ ≅ pi1(Yˇ −ε ) ≅ pi1(Yˇ +ε ).
QUASIISOMETRIE
Wir definieren im folgenden für jedes ε ⩾ 0 eine äquivariante Quasiisometrie
von X0 nach Xε , indem wir eine Homotopieäquivalenz zwischen den
entsprechenden kompakten Quotienten auf deren universelle Überlagerungen
hochheben. Die Homotopieäquivalenz von Y0 nach Yε streckt den Intervall-
faktor der Zylinder C±2 in Y0 um den Faktor (1 + 2ε) in die benachbarten
aufgedickten Tori in Yε hinein, so daß die Bilder der Randkomponenten der
Zylinder unter der Abbildung jeweils in den 3-Torusfasern von E±2 oder E
±
3
über der 0 zu liegen kommen.
34 Zwei Lifts von Xˇε nach xε unterscheiden sich gerade um eine Translation durch ein
Vielfaches von γ+× oder ein α ∈ Γ∖CΓ(γ+× ).
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Dazu fassen wirY0 ∖ (C−2 ∪C+2 ) als inYε eingebettet auf und definieren φε als
die Fortsetzung dieser Einbettung durch die folgende Abbildung:
(s,t ,r)±2 z→
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(0,s,t ;(1+2ε)r)±2 ∈ E±2 für 0 ⩽ r ⩽ ε1+2ε
(s,t ,(1+2ε)r −ε)±2 ∈C±2 für ε1+2ε ⩽ r ⩽ 1+ε1+2ε
(0,s,t ;(1+2ε)(1−r))±3 ∈ E±2 für 1+ε1+2ε ⩽ r ⩽ 1
Dann induziert φε eine Homotopieäquivalenz zwischen Y0 und Yε und liftet
zu einer stetigen, äquivarianten Quasiisometrie Φε von X0 nachXε .
Die Quasiisometrie Φε erhält offensichtlich den Typ einer Wand, d.h. ist W
eine Zusammenhangskomponente von pi−1(Ei) ⊂X0, so gilt pi (Φε(W)) ⊂ Ei ⊂
Xε . Insbesondere entspricht Φε für i ∈ {2,3} dabei genau der kanonischen
Einbettung E3×{0}↪E3× [0,ε].
Damit ist diese Quasiisometrie eine universelle Schablonenabbildung in
dem folgenden Sinne: Jede Wand in Xε ist zweiseitig, also können wir
jedem geodätischen Strahl oder Segment in eindeutiger Weise die von ihm
durchlaufene Folge vonWänden zuordnen. Dies definiert eine Route inT wie
in Abschnitt 4.2. Verkleben wir wie oben beschrieben die von der Kantenfolge
der Route vorgegebenen Wände und Streifen in X0, so erhalten wir eine
Schablone zu dieser Route. Die Einschränkung von Φε auf diesen Teilraum
ist dann die Schablonenabbildung nach Xε .
Ferner ist Φε mit der Zerlegung Xˇ ±0 ×E bzw. Xˇ
±
ε ×E verträglich und zerfällt als
Produktabbildung Φˇ±ε × idE, wobei Φˇ±ε eine äquivariante Quasiisometrie von
Xˇ ±0 in Xˇ
±
ε ist. Der Einfachheit halber bezeichnen wie die Einschränkung auf
Xˇ ±0 ebenfalls mit Φε .
6.3 SPEZIELLE SEGMENTE
Wir werden nun eine Folge von Segmenten konstruieren, mit denen wir dann
im letzten Abschnitt zeigen können, daß für δ > 0 die Quasiisometrie Φδ nicht
auf den virtuellen Rand fortsetzbar ist.
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SPEZIELLE STRAHLEN
Wir definieren für beliebiges ε zunächst einen geodätischen Strahl in Xˇ −ε ,
welcher die Kanten Eˇ−0 bis Eˇ
−
3 in zyklischer Folge durchläuft.
b
b bcbbc
b
bc
bbc
b
bcb
bbc
Cˇ−×
Cˇ−0
cˆ−0
Cˇ−2
cˆ−0
Cˇ−3
cˆ−0
Cˇ−1
cˆ−0
α−0 β−0 −1β−0
α−0Eˇ
−
0
pˇ0
α−3 β−3β−3
α−3
Eˇ−3
cˆ−0
pˇ+3
α−2 β−2 β−2
α−2
Eˇ−2
cˆ−0
pˇ−2
γ+×
α−×
Eˇ×
pˇ1
Eˇ−1
α−1
β−1
α−1 β−1 −1
ABBILDUNG 6-A: Der Verlauf von cˆ−0 in den Fundamentalbereichen der
2-Tori und Zylinder in Yˇ −0 ist fett gezeichnet und mit
doppelten Pfeilen versehen.
Gestrichelte bzw. gepunktete Linien benachbarter Funda-
mentalbereiche werden jeweils miteinander identifiziert.
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Dafür seien
p−2 = (0,0,0;0)−2 ∈ E−2 , p+2 = (0,0,0;ε)−2 ∈ E−2 ,
p−3 = (0,0,0;ε)−3 ∈ E−3 , p+3 = (0,0,0;0)−3 ∈ E−3 ,
sowie
pi = (0,0,0;0)−i ∈ E−i für i ∈ {0,1}
und pˇ±i ihre Projektionen nach Eˇ
±
i . Dann gilt
pˇ−2 pˇ
+
2 ∪ pˇ
+
2 pˇ
−
3 ∪ pˇ
−
3 pˇ
+
3 = pˇ
−
2 pˇ
+
3 .
Nun definieren wir cˆ−ε als den geodätischen Repräsentanten
35 von
[pˇ0 pˇ1∪ pˇ1 pˇ−2 ∪(α−2 β−2 )2∪ pˇ−2 pˇ+3 ∪(α−3 β−3 )−2∪ pˇ+3 pˇ0] ∈ pi1(Yˇ −ε ) .
Abbildung 6-A ist eine Darstellung von cˆ−0 in den Fundamentalbereichen der
2-Tori und Zylinder in Yˇ −0 .
Für einen Lift36 oˇ0 ∈ pi
−1(pˇ0) sei cˇ−ε ein Lift von cˆ−ε nach Xˇ −ε mit
Startpunkt oˇ0. Dann ist cˇ
−
ε ein geodätischer Strahl, welcher Wände
Wˇ0,Wˇ1,Wˇ2,Wˇ3,Wˇ4,Wˇ5, . . . des Types Eˇ
−
0 , Eˇ
−
1 , Eˇ
−
2 , Eˇ
−
3 , Eˇ
−
0 , Eˇ
−
1 , . . . der Reihen-
folge nach durchläuft. Es sei jeweils Sˇi der Streifen zwischen Wˇi und Wˇi+1.
LAUFZEITDIFFERENZ
Wir wollen nun für ein positives δ den geodätischen Strahl cˇ−δ und das Bild von
cˇ−0 unter Φδ in der universellen Überlagerung Xˇ
−
δ miteinander vergleichen.
Insbesondere werden wir zeigen, daß cˆ−0 strikt kürzer als cˆ
−
δ ist.
Abbildung 6-B skizziert die von cˇ−δ durchlaufene Konfiguration von Wänden
und Streifen, sowie den Verlauf von cˇ−δ und Φδ ○ cˇ
−
0 darin.
35Wählen wir G − ∖ Eˇ−2 als maximalen Teilbaum in G
−, so entspricht dies bezüglich
der Präsentation von Γˇ ≅ pi1(ΓˇG −(_);G
− ∖ Eˇ−2 ) aus Abschnitt 2.4 genau dem Element
(α−2 β−2 )2τEˇ−2 (α
−
3 β−3 )2.
36 Jeder Lift von pˇ±i ist in der Tat ein Schnittpunkt zweier Säume, denn pˇ
±
i ist genau der
Schnittpunkt zweier zu Eˇ±i inzidenter Zylinder.
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bb
b
b
b
b
b
boˇ0
oˇ1
oˇ−2
oˇ+2
oˇ−3
oˇ+3
oˇ4
oˇ5
Lˇ−0
Lˇ+0
Lˇ−1
Lˇ+1
Lˇ−2
Lˇ+2
Lˇ−3
Lˇ+3
Lˇ+4
Lˇ−4
Lˇ+5
Lˇ−5
cˇ−δ
Φˇδ○ cˇ
−
0
Sˇ0
Sˇ1
Sˇ2
Sˇ3
Sˇ4
ABBILDUNG 6-B: Die Streifen sind grau hinterlegt, während die Wände
transparent sind. Die Pfeile deuten die Translationsvek-
toren jener Erzeuger an, entlang derer die Tori mit den
Zylindern verklebt wurden. Diese induzieren damit eine
Orientierung des reellen Faktors der Streifen.
Die Lifts oˇ1 und oˇ
−
2 , bzw. oˇ4 und oˇ
+
3 , der Basispunkte pˇ1 und
pˇ−2 , bzw. pˇ0 und pˇ
+
3 , sind entsprechend der Definition von
cˆ−ε um das zweifache der Translationslänge von α
−
2 β−2 ∼α−1 ,
bzw. α−3 β−3 ∼ α−0 , entlang des reellen Faktors des Streifens
Sˇ2 bzw. Sˇ3 versetzt.
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Da Xˇ −ε stückweise euklidisch ist, genügt es im folgenden, stetige und auf
den Wänden und Streifen lineare Wege zu betrachten. Wie man den Identi-
fikationen (6.1.1) bzw. den darauf folgenden Erzeugerrelationen auf Seite 52
entnimmt, schneiden sich die Säume jeder Wand Wi , nach eventueller
Projektion entlang des Intervallfaktors, im Winkel pi4 .
Aus Symmetriegründen passiert das geodätische Segment zwischen oˇ0 und oˇ5
die Mittellinie Cˇ des Streifens Sˇ2 im Winkel pi2 ; vergleiche Abbildung 6-C und
Abbildung 6-B.Wir bestimmen zunächst das geodätische Segment zwischen oˇ1
und qCˇ = prCˇ(oˇ1), der orthogonalen Projektion von oˇ1 auf Cˇ: Jedes geodätische
Segment zwischen oˇ1 und Cˇ schneidet den Saum Lˇ−2 in einem Punkt qˇ
−.
Es genügt also, die durch qˇ− ∈ Lˇ−2 stetig parametrisierte Familie von Wegen
der Form oˇ1qˇ
− ∪ qˇ−prCˇ(qˇ−) zu betrachten. Für jedes qˇ− ∈ Lˇ−2 schneidet das
geodätische Segment von qˇ− nach prCˇ(qˇ−) den Saum Lˇ+2 in einem Punkt qˇ+
und da Cˇ und Lˇ+2 parallel sind, verläuft qˇ−qˇ+ senkrecht zu Lˇ
+
2 in Wˇ2. Für
ein s ∈R sei qˇ−(s) der eindeutig bestimmte Punkt in Lˇ−2 , dessen orthogonale
Projektion auf Lˇ+1 im Abstand s oberhalb von oˇ1 liegt. Dann sind zum Beispiel
qˇ−(0) = prLˇ−2 (oˇ1) und qˇ−(2) = oˇ−2 , denn oˇ−2 = (α−2 β−2 )2. qˇ−(0) und l(α−2 β−2 ) = 1.
Entsprechend bezeichne qˇ
Cˇ
(s) = prCˇ(qˇ−(s)) und qˇ+(s) den Schnittpunkt von
qˇ−(s)qˇ
Cˇ
(s) und Lˇ+2 .
b
b
b
b
b
b
qˇ
Cˇ
(s)
s
qˇ−(s)
oˇ1
oˇ−2
oˇ+2
wε,s
Sˇ1
Sˇ2
Lˇ−2
Lˇ+2
Cˇ
ABBILDUNG 6-C: Der Verlauf eines Weges wε ,s für ein s ∈ (0,2)
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Es sei wε ,s der stetige Weg oˇ1qˇ−(s) ∪ qˇ−(s)qˇCˇ(s) ⊂ Xˇ −ε . Dann ist wε ,s
stückweise linear und es gilt
L(ε ,s) = l(wε ,s) = dXˇ−ε (oˇ1, qˇ−(s))+dXˇ−ε (qˇ−(s), qˇ+(s))+dXˇ−ε (qˇ+(s), qˇCˇ(s))
=
√
1+ s2 +
√
1
2(2− s)2 +ε2+ 12 ,
wie man mit Hilfe der Abbildung 6-C leicht nachvollziehen kann. Das
Längenfunktional L(ε ,s) ist stetig differenzierbar und es gilt
∂
∂ sL(ε ,s) = s(1+ s2)− 12 +( s2 −1)(12(2− s)2 +ε2)− 12 .
Da L(ε ,s) strikt konvex in s ist und
∂
∂ sL(ε ,s) ∣s=0 = −(2+ε2)− 12 < 0
sowie
∂
∂ sL(ε ,s) ∣s=1 = 1√2 − 12(12 +ε2)− 12 ⩾ 0
gilt, nimmt L(ε , .) genau ein globales Minimum in einem sε ∈ (0,1] an. Des
weiteren ist mit ε ↦ L(ε ,s) auch ε ↦ L(ε ,sε) streng monoton wachsend.
Da L(0, .) wegen ∂∂ sL(0,s) ∣s=1= 0 sein Minimum in 1 annimmt, folgt
L(ε ,sε) > L(0,s0) für jedes ε > 0.
Eine kleine Partie Billard in dem lokal euklidischen Hadamardraum
Sˇ0 ∪ Wˇ0∪ Sˇ1, welche wir in Abbildung 6-D nachgestellt haben, zeigt, daß für
jedes s ∈ [−1,1] das geodätische Segment oˇ0qˇ−(s) durch oˇ1 verläuft: Es
bezeichne θ den orientierten Winkel zwischen oˇ0qˇ−(s) und oˇ0oˇ1. Ist dann
0 < θ < pi4 , so trifft der Stoß oˇ0qˇ−(s) die Bande Lˇ+1 oberhalb von oˇ1 und läuft
imWinkel pi4 −θ <
pi
4 in die Bande Lˇ
−
2 . Somit gilt
s = d
Xˇε
(pr
Lˇ+1
(qˇ−(s)), oˇ1) = dXˇε (qˇ−(s),prLˇ−2 (oˇ1)) > cot(pi4 −θ) > 1 .
Ist θ ⩾ pi4 , so läuft der Stoß oˇ0qˇ−(s) unter einem Winkel ⩽ pi4 in einem Punkt
oberhalb von oˇ1 aus der Bande Lˇ−1 in die Wand Wˇ1 und kann die Bande
Lˇ+1 zu keinem Zeitpunkt mehr erreichen. Für Winkel θ < 0 argumentiert man
analog.
Diese Diskussion zeigt, daß der Strahl cˇ−δ so verläuft, wie in Abbildung 6-B
dargestellt. Gemäß der Definition der Quasiisometrie Φˇδ entspricht darin die
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bb
b
b
b
b
b
b
θ
⩽ pi4
⩾ pi4
oˇ0
oˇ1
Lˇ−1
Lˇ+1
Lˇ−2
pr
Lˇ−2
(oˇ1)
>0
1
cot( pi4 −θ)>1
pi
4 −θ
qˇ−(s)
Sˇ0
Sˇ1
ABBILDUNG 6-D: Ein geodätisches Segment von oˇ0 nach Lˇ
−
2 für ein θ < (0,
pi
4 )
und ein geodätischer Strahl, welcher für θ ⩾ pi4 schließlich
in Wˇ1 verbleibt.
gestrichelte Linie demWeg Φˇδ ○ cˇ
−
0 . Ferner ist die Differenz der Längen
lˇδ = l(cˆ−δ ) = 1+2L(δ ,sδ )
und
lˇ0 = l(cˆ−0 ) = 1+2L(0,s0)
der geodätischen Segmente oˇ0oˇ4 in Xˇ
−
δ einerseits und in Xˇ
−
0 andererseits stets
positiv.
KONSTRUKTION DER SEGMENTE
Mit Hilfe der oben beschrieben geodätischen Strahlen werden wir nun in
jedem Xε eine Folge geodätischer Segmente cε ,n definieren, welche in X
−
ε
beginnen und in X +ε enden und dabei eine wachsende Anzahl von Wänden
vom Typ E−0 ,E
−
1 ,E
−
2 und E
−
3 zyklisch durchlaufen.
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Setzen wir xε = (cˇ−ε (0),0) ∈ Xˇ −ε ×E ⊂ Xε für alle ε ⩾ 0, so können wir ohne
Einschränkung Φε(x0) = xε annehmen.
Zu jedem Zeitpunkt nlˇε endet das geodätische Segment cˇ
−
ε ∣[0,nlˇε] in einem
Punkt oˇ−4n ∈ pi
−1(pˇ−0 ), also in einem Saum eines Streifens Sˇ−×,n vom Typ Cˇ−× .
Das Segment kann dann durch ein Geradenstück der Länge 1 in dem Streifen
Sˇ−×,n, parallel zu dessen Intervallfaktor, geodätisch fortgesetzt werden. Sein
Endpunkt qˇ−ε ,n liegt dann in dem Saum Lˇ
−
×,n einer Wand Wˇ×,n von Typ Eˇ×.
b
b
b
b
α×
γ+×∼γ+0
γ−×∼γ−0
q−δ ,n
q+δ ,n
Φδ (q−0,n)
Φδ (q+0,n)
L∩W×
L−W×
L+W×
ABBILDUNG 6-E: Die Fortsetzung des Segmentes cˇ−δ ∣[0,nlˇδ ] " idE und das Bild
der Fortsetzung unter Φδ innerhalb der WandW×,n ⊂Xδ .
Mit cˇ−ε (0)qˇ−ε ,n " idE erhalten wir ein proportional zur Bogenlänge parametri-
siertes geodätisches Segment in X−ε , welches zum Zeitpunkt nlˇε +1 den Saum
L−×,n einer Wand W×,n vom Typ E× in einem Punkt q
−
ε ,n trifft. Es kann, wie
in Abbildung 6-E veranschaulicht, in der Wand W×,n geodätisch fortgesetzt
werden. Das Segment verläuft dann inW×,n orthogonal zu den Achsen von α×
und bildet mit den Achsen von γ+× und γ−× jeweils einen Winkel von pi4 . Diese
Winkel bleiben unter der Quasiisometrie Φε erhalten.
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Die Punkte q−δ ,n und Φδ (q−0,n) liegen auf ein und derselben Achse von γ−× in
L−×,n und jeder Saum über E×∩C
+
× ist orthogonal zu den Achsen von γ−× . Wir
können also einen Saum L+×,n über E× ∩C
+
× so wählen, daß q
−
δ ,n im Abstand
kleiner
√
2 zu L+×,n auf der negativen Seite bezüglich der Translationsrichtung
von γ−× liegt. Da lˇδ > lˇ0 und die Einschränkung von Φδ auf dieWandW×,n ⊂X0
isometrisch ist, liegt dann Φδ (q−0,n) im Abstand n(lˇδ − lˇ0) auf der negativen
Seite von q−δ ,n .
Nun konstruieren wir mit denselben Argumenten wie oben eine Folge
geodätischer Segmente in Xˇ +0 und Xˇ
+
δ und wählen dabei Startpunkte
x0,n ∈ pi
−1(p+0 ) ⊂X0 und xδ ,n = Φδ (x0,n) ∈Xδ derart, daß q+δ ,n und Φδ (q+0,n)
genau in dem oben definierten Saum L+×,n liegen und auf der Achse von γ+×
in L+×,n die gleichen Abstände zu L
∩
×,n =L
−
×,n ∩L
+
×,n aufweisen, wie q
−
δ ,n und
Φδ (q−0,n) entlang der Achse von γ−× .
Da die Säume L−×,n und L
+
×,n inW×,n senkrecht zueinander stehen, vergleiche
Abbildung 6-E, sind
c0,n = x0q
−
0,n ∪q
−
0,nq
+
0,n ∪q
+
0,nx0,n
und
cδ ,n = Φδ (x0)q−δ ,n ∪q−δ ,nq+δ ,n ∪q+δ ,nΦδ (x0,n)
= xδq
−
δ ,n ∪q
−
δ ,nq
+
δ ,n ∪q
+
δ ,nxδ ,n
geodätische Segmente.
6.4 NICHTFORTSETZBARKEIT DER QUASIISOMETRIE
Abschließend werden wir zeigen, daß die Quasiisometrie Φδ jede sublineare
Abschätzung wie in [CK02, Lemma 2.5] verletzt und keine stetige Fortsetzung
auf den virtuellen Rand von X0 besitzt.
Die Wege Φδ ○c0,n und cδ ,n weisen innerhalb der WändeW×,n einen linear in
n wachsenden Abstand auf:
NachWahl des Saumes L∩×,n gilt
l(cδ ,n) = 2√2 l(cˇ−δ (0)qˇ−δ ,n " idE)+dXδ (q−δ ,n,q+δ ,n)
⩽ 2
√
2(nlˇδ +1)+2
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und mit
dX0
(q−0,n,q+0,n) = dXδ (Φδ (q−0,n),Φδ (q+0,n))
=
√
2dXδ (Φδ (q−0,n),L∩×,n)
=
√
2(dXδ (Φδ (q−0,n),q−δ ,n)+dXδ (q−δ ,n,L∩×,n))
⩽
√
2n(lˇδ − lˇ0)+2
folgt für die Länge von c0,n
l(c0,n) = 2√2 l(cˇ−0 (0)qˇ−0,n " idE)+dX0(q−0,n,q+0,n)
⩽ 2
√
2(nlˇ0+1)+√2n(lˇδ − lˇ0)+2
= n
√
2(lˇδ + lˇ0)+2(1+√2) .
Bezeichnet mε ,n den Mittelpunkt von cε ,n , so ist mε ,n Mittelpunkt von
q−ε ,nq
+
ε ,n . Dann ist Φδ (m0,n) der Mittelpunkt von Φδ (q−0,n)Φδ (q+0,n) und
prcδ ,n
(Φδ (m0,n)) =mδ ,n . Aus
dXδ (Φδ (m0,n),cδ ,n) = dXδ (Φδ (q−0,n)Φδ (q+0,n),mδ ,n)
=
1√
2
dXδ (Φδ (q−0,n),q−δ ,n)
=
n√
2
(lˇδ − lˇ0)
folgt dann
dXδ (Φδ (m0,n),cδ ,n)
1+ 12 l(c0,n) ⩾
n√
2
(lˇδ − lˇ0)
1+ n√
2
(lˇδ + lˇ0)+1+√2
⩾
lˇδ − lˇ0
lˇδ + lˇ0+5
.
Damit existiert zu der Quasiisometrie Φδ keine Funktion θ ∶ R⩾0 → R⩾0 mit
limr→∞θ(r) = 0, so daß für alle x,y ∈X0 und z ∈ xy gilt:
dXδ (Φδ (z),Φδ (x)Φδ (y)) ⩽(1+dX0(z,x)) θ(dX0(z,x))
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Die verallgemeinerten geometrischen Daten tragen also nicht genügend
Information, um eine Verallgemeinerung von [CK02, Theorem 1.3] zu
beweisen. Viel entscheidender ist jedoch die Tatsache, daß, unabhängig von
den verallgemeinerten geometrischen Daten, die geodätischen Segmente des
Raumes Xδ nicht wie in [CK02, Theorem 5.1] auf Schablonen modelliert
werden können.
PROPOSITION 6.4.1 Die Quasiisometrie Φδ besitzt keine stetige Fortsetzung
auf den virtuellen Rand von X0.
BEWEIS: Die Folge xε ,n konvergiert gegen ein xε ∈ ∂∞Xε , denn für jedes k
und alle n ⩾ k stimmen die nach der Bogenlänge parametrisierten geodätischen
Segmente cε ,k und cε ,n bis zum Zeitpunkt
√
2klˇε überein. Setzen wir
x′ε ,k = xε ,0xε(√2klˇε), so gilt x′ε ,k = cε ,n(√2klˇε) für n ⩾ k.
Wir setzen yδ ,n = Φδ (x′0,n) und zeigen zunächst, daß dann auch die Folge
yδ ,n gegen einen Punkt yδ ∈ ∂∞Xδ konvergiert: Bezüglich der Zerlegung
MinXδ (γ−×) ≅ Xˇ −δ ×E mit (cˇ−δ (0),0) als Ursprung gilt
yδ ,n = Φδ (x′0,n) = (oˇ−4k,klˇ0) ∈ (Lˇ−4k ∩ Lˇ+4k)×E .
Parametrisieren wir das geodätische Segment xδyδ ,n proportional zur
Bogenlänge auf dem Intervall [0,nlˇδ ], so gilt für alle k ⩽ n:
xδyδ ,n(klˇδ ) = (cˇ−δ ∣[0,nlˇδ ] "( lˇ0lˇδ ) idE)(klˇδ ) = (oˇ−4k,klˇδ) = yδ ,k
Damit konvergiert die Folge yδ ,n gegen einen Punkt ηδ ∈ ∂∞Xδ . Da c−δ ,n und
Φδ ○c
−
0,n in S
−
×,n ∪W×,n ∪S
+
×,n parallel verlaufen, gilt
dXδ (x′δ ,n,yδ ,n) = dXδ (q−δ ,n,Φδ (q−0,n)) = n(lˇδ − lˇ0) ⩾ (lˇδ − lˇ0) > 0
und es folgt
ξδ = limn→∞xδ ,n = limn→∞x
′
δ ,n ≠ limn→∞yδ ,n = ηδ .
Gäbe es also eine stetige Fortsetzung von Φδ in ξ0, so erhielten wir mit
Φδ (ξ0) = limn→∞Φδ (x0,n) = limn→∞xδ ,n = ξδ
und
Φδ (ξ0) = limn→∞Φδ (x′0,n) = limn→∞yδ ,n = ηδ
einen Widerspruch.
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